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TP HỢP 


Chương này củng cố, mở rộng hiểu biết của học sinh về 
Lí thuyết tập hợp đã được học ở các lớp dưới ; cung cấp 
các kiến thức ban đầu về lôgic và các khái niệm 

số gần đúng, sai số tạo cơ sở để học tập tốt các chương 
sau ; hình thành cho học sinh khả năng suy luận có lí, khả 
năng tiếp nhận, biểu đạt các vấn đề một cách chính xác. 


fIỆRH ĐỀ. 


MỆNH ĐỀ 


¡- MỆNH ĐỀ. MỆNH ĐỀ CHỨA BIẾN 


1 

SN vào hai bức tranh ở trên, hãy đọc và so sánh các câu ở bên trái và bên phải. 
Các câu ở bên trái là những khẳng định có tính đúng hoặc sai, còn các 
câu ở bên phải không thể nói là đúng hay sai. Các câu ở bên trái là những 


mệnh đề, còn các câu ở bên phải không là những mệnh đề. 


Mỗi mệnh đề phải hoặc đúng hoặc sai. 


Một mệnh đề không thể vừa đúng, vừa sai. 


2 
, ví dụ về những câu là mệnh đề và những câu không là mệnh đề. 


2. Mệnh đề chứa biến 


Xét câu "ø chia hết cho 3”. 
Ta chưa khẳng định được tính đúng sai của câu này. Tuy nhiên, với mỗi giá 
trị của ø thuộc tập số nguyên, câu này cho ta một mệnh đề. Chẳng hạn 


Với n = 4 ta được mệnh đề "4 chia hết cho 3" (sai). 
Với n = 15 ta được mệnh đề "15 chia hết cho 3” (đúng). 
Xét câu ”2 + n= 5", 


Cũng như trên, ta thấy với mỗi giá trị của ø thuộc tập số nguyên ta được 
một mệnh đề. Chẳng hạn 


- Với n= 1 ta được mệnh đề "2 + 1 = 5” (sa). 
Với n = 3 ta được mệnh để "2 + 3 = 5" (đúng). 


Hai câu trên là những ví dụ về mệnh đề chứa biến. 


3 
T câu "x > 3". Hãy tìm hai giá trị thực của x để từ câu đã cho, nhận được một . 
mệnh đề đúng và một mệnh đề sai. 


II - PHỦ ĐỊNH CỦA MỘT MỆNH ĐỀ 


+* 


⁄⁄ 


Ví dụ 1. Nam và Minh tranh luận về loài dơi. 


_— 
~ 


Nam nói "Dơi là một loài chim”. - 

Minh phủ định "Dơi không phải là một 
loài chim". 

Để phủ định một mệnh đề, ta thêm (hoặc 
bớt) từ "không” (hoặc "không phải”) vào 
trước vị ngữ của mệnh đề đó. 


Kí hiệu mệnh đề phú định của 
mệnh đề P là P, ta có 

P đúng khi P sai. 

Psai khi P đúng. 


Ví dụ 2 

P: "3 là một số nguyên tố” ; 

P: "3 không phải là một số nguyên tố”. 
Q : "7 không chia hết cho 5” ; 

Q: ”7 chia hết cho 5”. 


4 
nã phủ định các mệnh để sau. 


P:"n là một số hữu tỉ" ; 
Ó : "Tổng hai cạnh của một tam giác lớn hơn cạnh thứ ba". 
Xét tính đúng sai của các mệnh đề trên và mệnh đề phú định của chúng. 


III - MỆNH ĐỀ KÉO THEO 


Ví dự 3. Ai cũng biết "Nếu Trái Đất 
không có nước thì không có sự sống”. 
Câu nói trên là một mệnh đẻ dạng "Nếu 
P thì @", ở đây P là mệnh đề "Trái Đất 
không có nước", @ là mệnh đề "(Trái 
Đất) không có sự sống”. 


Mệnh đề "Nếu P thì Q" được gọi là mệnh đề kéo theo, và 
kí hiệu là P = O. 


Mệnh đẻ P —= Q còn được phát biểu là "P kéo theo Q" hoặc "Từ P suy ra Ó".. 


* 5 
Từ các mệnh đề 


P: "Gió mùa Đông Bắc về" 
@ : "Trời trở lạnh" 
hãy phát biểu mệnh đề P => Q. 
| Mệnh đề P — Q chỉ sai khi P đúng và Q sai. 
Như vậy, ta chỉ cần xét tính đúng sai của mệnh đề P — @ khi P đúng. 
Khi đó, nếu @ đúng thì P > Q đúng, nếu @ sai thì P — Q sai. 
Ví dụ 4 
Mệnh đề "~3 < -2 = (~3)Ÿ < (—2)”" sai. 
Mệnh đề "A3 < 2 = 3< 4" đúng. 
Các định lí toán học là những mệnh đề đúng và thường có dạng P = Ó. 
Khi đó ta nói 
` 
P là giả thiết, Q là kết luận của định lí, hoặc 
P là điều kiện đủ để có Q, hoặc 
Q là điều kiện cần để có P. 


# 6 
Cho tam - ABC. Từ các mệnh đề 
: "Tam giác ABC có hai góc bằng 60 
o: "ABC là một tam giác đều". 


Hãy phát biểu định lí P = Ó. Nêu giả thiết, kết luận và phát biểu lại định lí này dưới 
dạng điều kiện cần, điều kiện đủ. 


Q 


IV - MỆNH ĐỀ ĐẢO - HAI MỆNH ĐỀ TƯƠNG ĐƯƠNG 


Rị 
Cho tam giác ABC. Xét các mệnh để dạng P — QÓ sau 
a) Nếu AØC là một tam giác đều thì 48C là một tam giác cân. 


b) Nếu AĐC là một tam giác đều thì ABC là một tam giác cân và có một góc bằng 60”. 
Hãy phát biếu các mệnh để Q — P tương ứng và xét tính đúng sai của chúng. 
Ì Mệnh để o —= P được gọi là mệnh đề đảo của mệnh đề P > Q. 

Mệnh đề đảo của một mệnh đề đúng không nhất thiết là đúng. 

Nếu cả hai mệnh đề P —> Q và Q —> P đều đúng ta nói P và Q là 

hai mệnh đề tương đương. 

Khi đó ta kí hiệu P <> Q và đọc là 

P tương đương Q, hoặc 

P là điều kiện cần và đủ để có Q, hoặc 

P khi và chủ khi Q. 
Ví dụ 5. a) Tam giác ABC cân và có một góc 607 là điều kiện cần và đủ để 
tam giác ABC đều. 


b). Một tam giác là tam giác vuông khi và chỉ khi nó có một góc bằng tổng hai 
góc còn lại. 


V - KÍ HIỆU V VÀ 3 


Ví dụ 6. Câu "Bình phương của mọi số thực đều lớn hơn hoặc bằng 0” là 
một mệnh đề. Có thể viết mệnh đề này như sau 


VxeR `. > 0 hay xˆ >0,Vxe R. 


Kí hiệu V đọc là "với mọi". 


* 8 
Phát biểu thành lời mệnh đề sau 
Vne Z2 :n+l>n. 
Mệnh đề này đúng hay sai ? 
Ví dụ 7. Câu "Có một số nguyên nhỏ hơn 0" là một mệnh để. Có thể viết 
mệnh đề này như sau 
dnec Z :n<0. 
Kí hiệu 3 đọc là “có một” (tôn tại một) hay "có ít nhất một” 
(tồn tại ít nhất một). 


9 
R, biểu thành lời mệnh đề sau 
1xe Z:x =x. 
Mệnh đề này đúng hay sai ? 


Ví dụ 8 
Nam nói "Mọi số thực đều có bình phương khác 1". 


- Minh phủ định "Không đúng. Có một số thực mà bình phương của nó bằng l, 
chẳng hạn số 1". 


Như vậy, phủ định của mệnh đề 

P:"Vxe R:x7z1", 
là mệnh đề 

P:"3xe R :x=l", 


140 
R Hãy phát biểu mệnh đề phủ định của mệnh đề sau 
P: "Mọi động vật đều di chuyển được". 


Ví dụ 9 
Nam nói "Có một số tự nhiên ¡ mà 2n = I". 
Minh phản bác "Không đúng. Với mọi số tự nhiên n, đều có 2n # ]". 
Như vậy, phủ định của mệnh đề 
P: dnecN-:2„ø=T? 


P:"VneN :2nzl", 


# 11 
Hãy phát biểu mệnh đề phủ định của mệnh đề sau 
P: "Có một học sinh của lớp không thích học môn Toán”. 


Bỏi tập 
1. Trong các câu sau, câu nào là mệnh đề, câu nào là mệnh đề chứa biến ? 
a)3+2=7; b)4+x=3; 
c)x+y>1; d)2-5<0. 
2. Xét tính đúng sai của mỗi mệnh đề sau và phát biểu mệnh đề phủ định 
của nó. 
a) 1794 chia hết cho 3 ; b) X2 là một số hữu tỉ ; 
c)7t< 3,15 ; đ) |-125| < 0. 


3. Cho các mệnh đề kéo theo 
Nếu a và ö cùng chia hết cho c thì ø + ö chia hết cho c (ø, b, c là những 
số nguyên). 
Các số nguyên có tận cùng bằng 0 đều chia hết cho 5. 
Tam giác cân có hai đường trung tuyến bằng nhau. 
Hai tam giác bằng nhau có diện tích bằng nhau. 
a) Hãy phát biểu mệnh đề đảo của mỗi mệnh đề trên. 
b) Phát biểu mỗi mệnh đề trên, bằng cách sử dụng khái niệm "điều kiện đủ". 
c) Phát biểu mỗi mệnh đề trên, bằng cách sử dụng khái niệm "điều kiện cần". 
4. Phát biểu mỗi mệnh đề sau, bằng cách sử dụng khái niệm "điều kiện cần 
và đủ” 
a) Một số có tổng các chữ số chia hết cho 9 thì chia hết cho 9 và ngược lại. 
b) Một hình bình hành có các đường chéo vuông góc là một hình thoi và 
ngược lại. 
c) Phương trình bậc hai có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi biệt thức 
của nó dương. 


5. Dùng kí hiệu V, 3 để viết các mệnh đề sau 
a) Mọi số nhân với I đều bằng chính nó ; 
b) Có một số cộng với chính nó bằng 0 ; 
c) Mọi số cộng với số đối của nó đều bằng 0. 
6. Phát biểu thành lời mỗi mệnh đề sau và xét tính đúng sai của nó 
a)Vxe R§ :A “>0; b)3ne Ñ :nˆ=n; 
| 
€)Vn€œ Ñ :n<2n; dìdxe R:x<_—-: 
⁄ 
7. Lập mệnh đề phủ định của mỗi mệnh đề sau và xét tính đúng sai của nó 
§ b 2 
a) Vne€ Ñ :n chia hết cho ø ; b)d:c Q :x =2; 


€)Vx€ R :x<x+l; d)3xe R :3x=xŸ+1. 


TẬP HỢP 


I - KHÁI NIỆM TẬP HỢP 


1. Tập hợp và phần tử 


1 
DI ví dụ về tập hợp. 


Dùng các kí hiệu e và # để viết các mệnh đề sau. 

a) 3 là một số nguyên ; b) v2 không phải là số hữu f. 

Tập hợp (còn gọi là tập) là một khái niệm cơ bản của toán học, không 
định nghĩa. 

Giả sử đã cho tập hợp A. Để chỉ z là một phần tử của tập hợp 4, ta viết ae Á 
(đọc là z thuộc 4). Để chỉ z không phải là một phần tử của tập hợp A, ta viết 
a # A (đọc là a không thuộc A). 


= 


Cách xác định tập hợp 


2 Ũ 
/ Nhung kê các phần tử của tập hợp các ước nguyên dương của 30. 
1Ô 


Khi liệt kê các phần tử của một tập hợp, ta viết các phần tử của nó trong 
hai dấu móc |......... }, ví dụ A = (1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}. 

Â, 
Tập hợp 8 các nghiệm của phương trình 2x7—5x+3=0 được viết là 


B=lxe R.l2v-5x+3=0]. 
Hãy liệt kê các phần tử của tập hợp 8. 


Một tập hợp có thể được xác định bằng cách chỉ ra tính chất đặc trưng cho 
các phần tử của nó. 
Vậy ta có thể xác định một tập hợp 
bằng một trong hai cách sau 
a) Liệt kê các phần tử của nó ; 
b) Chỉ ra tính chất đặc trưng cho 
các phần tử của nó. 
Người ta thường minh hoạ tập hợp bằng một hình 
phẳng được bao quanh bởi một đường kín, gọi là 
biểu đồ Ven như hình 1. 


Tập hợp rỗng Hình I 


3 
l% 
Hãy liệt kê các phần tử của tập hợp 
A=lxeR lx +x+1=0]. 


Phương trình x +tx+1=0 không có nghiệm. Ta nói tập hợp các nghiệm 
của phương trình này là ập hợp rồng. 


| Táp hợp rồng, kí hiệu là Ø, là tập hợp không chứa phân tử nào. 


Nếu A không phải là tập hợp rỗng thì A chứa ít nhất một phần tử.' 
Az@Ø€©34x:xeA. 


II— TẬP HỢP CON 


5 
Biểu đồ minh hoạ trong hình 2 nói gì về quan hệ giữa tập 
hợp các số nguyên Z và tập hợp các số hữu tỈ Q ? Có Q 
thể nói mỗi số nguyên là một số hữu tí hay không ? 
Hình 2 


thì ta nói A là một tập hợp con của B và viết A C B (đọc là A 


| Nếu mọi phần tử của tập hợp A đều là phần tử của tập hợp B 
chứa trong B). 


Thay cho A C Ö, ta cũng viết B DĐ A (đọc là B chứa A hoặc B bao hàm 4) 
(h.3a). Như vậy 


— ACB€C(Vx:xc A—=xc 8ð). 
| ⁄Ñ +/ 


4) b) 
Hình 3 


Nếu A không phải là một tập con của Ö, ta viết A Z Ö. (h.3b). 


Ta có các tính chất sau 

Aa)ACA với mọi tập hợp A ; 

b) Nếu A C B và BC C thì A C C (h.4); 
c) Ø CA với mọi tập hợp A. 


II - TẬP HỢP BẰNG NHAU 
Ri 
Xét hai tập hợp 
A=t{ne Ñ |n là bội của 4 và 6} 
B=tne N |n là bội của 12). 


Hãy kiểm tra các kết luận sau 
a)Ac8; b)BCA. 


| Khi A C B và BC A ta nói tập hợp A bằng tập hợp B và viết là 
A=8. 
Như vậy 


A=B€(Vx:xcAcexc 8). 


12 


Bởi tập 
1. a)ChoA= {xe Ñ |x< 20 và x chia hết cho 3). 
Hãy liệt kê các phần tử của tập hợp 4. 
b) Cho tập hợp Ö = (2, 6, 12, 20, 30). 
Hãy xác định bằng cách chỉ ra một tính chất đặc trưng cho các phần tử của nó. 
c) Hãy liệt kê các phần tử của tập hợp các học sinh lớp em cao dưới Imó0. 
2. Trong hai tập hợp A và Ö dưới đây, tập hợp nào là tập con của tập hợp còn lại 2 
Hai tập hợp A và 8 có bằng nhau không ? 
a) A là tập hợp các hình vuông 
B là tập hợp các hình thoi. 
b)A= {n e Ñ|n là một ước chung của 24 và 30) 
B=t{ne Ñ|n là một ước của 6}. 
4. Tìm tất cả các tập con của tập hợp sau 
a) A=ta,b); 
b) B8={0,1,2). 


CÁC PHÉP TOÁN TẬP HỢP 


I— GIAO CỦA HAI TẬP HỢP 


R 
Cho 


A=[n N |ø là ước của 12) 

B=tne N |ø làước của 18). 

a) Liệt kê các phần tử của A và của 8 ; 

b) Liệt kê các phần tử của tập hợp C các ước chung của 12 và 18. 


Tập hợp C gồm các phần tử vừa thuộc A, vừa thuộc B được 
gọt là giao của A và B. 


tỘ 


Kí hiệu € = A  B (phần gạch 
chéo trong hình 5). Vậy 


⁄ 
AB=lxlxeAvàxec?B) ¡ 
reAoBe [TS 7 


xe5. 


II - HỢP CỦA HAI TẬP HỢP 


2 
* Giả sử A, lần lượt là tập hợp các học sinh giỏi Toán, giỏi Văn của lớp 10E. Biết 
= {Minh, Nam, Lan, Hồng, Nguyệt) ; 
= Cường, Lan, Dũng, Hồng, Tuyết, Lê]. 
(Các học sinh trong lớp không trùng tên nhau.) 
Gọi C là tập hợp đội tuyển thi học sinh giỏi của lớp gồm các bạn giỏi Toán hoặc 
giỏi Văn. Hãy xác định tập hợp C. 


Tập hợp C gồm các phần tử thuộc A 
hoặc thuộc B được gọi là hợp của A 
và B. 

Kí hiệu Œ = A t2 Ö (phần gạch 

chéo trong hình 6). Vậy 
AtUB=({x|xeAhoặcx e 8} 


x€A 
veAu#e| # tú R8 


xe8. 
Hình 6 


II - HIỆU VÀ PHẦN BÙ CỦA HAI TẬP HỢP 


3 
Rkoi sử tập by A các học sinh giỏi của lớp 10E là 
= (An, Minh, Bảo, Cường, Vinh, Hoa, Lan, Tuệ, Quý). 
Tập hợp 8 các che sinh của tố 1 lớp 10E là 
= (An, Hùng, Tuấn, Vinh, Lê, Tâm, Tuệ, Quý}. 
Xác định tập hợp : các học sinh giỏi của lớp 10E không thuộc tổ 1. 


Tập hợp C gồm các phần tử thuộc A nhưng không thuộc B gọi - 
| là hiệu của A và B. 


Kí hiệu Œ = A`VØ (phần gạch 
chéo trong hình 7). Vậy 


AXB=tx|xeA và x e B) 


x<A 


x+€A`XB<> 
xe. 


Khi Bc A thì A VB gọi là phần 
bù của B trong A, kí hiệu CẠB 
(phần gạch chéo trong hình 8). 


Bởi tập 
Kí hiệu «là tập hợp các chữ cái trong câu "CÓ CHÍ THÌ NÊN", Zlà tập hợp 
các chữ cái trong câu "CÓ CÔNG MÀI SẮT CÓ NGÀY NÊN KIM". Hãy 
xác định < ¬ Z, -# \t! Z, c# \ Z, Z\c#Z 
Vẽ lại và gạch chéo các tập hợp A ¬,A+2B,A`XB(h. 9) trong các trường 


hợp sau. 
sả) (c) | (Ø, B | 
4) b) C) đ) 


Hình 9 
Trong số 45 học sinh của lớp LOA có I5 bạn được xếp loại học: lực giỏi, 20 bạn 
được xếp loại hạnh kiểm tốt, trong đó có 10 bạn vừa học lực giỏi, vừa có hạnh - 
kiểm tốt. Hỏi 
a) Lớp 10A có bao nhiêu bạn được khen thưởng, biết rằng muốn được khen 
thưởng bạn đó phải học lực giỏi hoặc có hạnh kiểm tốt ? 
b) Lớp 10A có bao nhiêu bạn chưa được xếp loại học lực giỏi và chưa có 
hạnh kiểm tốt ? 


, Cho tập hợp 4, hãy xác định A 5 A, A 2A, A ¬ Ø, A 2 Ø, CẠA, Cụ Ø. 


CÁC TẬP HỢP SỐ 


ï~ CÁC TẬP HỢP SỐ ĐÃ HỌC 
*âu biểu đồ minh hoạ quan hệ bao hàm của các tập hợp số đã học. 


4. Tập hợp các số tự nhiên Ñ 


)= Z... 
N11 †, 


2. Tập hợp các số nguyên Z 
Ð De z8 s10 12 8 và, 
Các số —l, -2, ~3, ... là các số nguyên âm. 
Vậy Z gồm các số tự nhiên và các số nguyên âm. 
3. Tập hợp các số hữu tỉ Q 


Số hữu tỉ biểu diễn được dưới dạng một phân số h trong đó z,b e Z.,b+0. 


: 1... ..ố.ốẽ........ẽ.. 
Hai phân sp và — biểu diễn cùng một số hữu tỉ khi và chỉ khi ađ = bc. 


. 


Số hữu tỉ còn biểu diễn được dưới dạng số thập phân hữu hạn hoặc vô hạn 


tuần hoàn. 
: 5 
Ví dụ I. — = I,25 
4 
5 
— =0,41(6). 
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Tập hợp các số thực R 


Tập hợp các số thực gồm các số thập phân hữu hạn, vô hạn tuần hoàn và vô hạn 
không tuần hoàn. Các số thập phân vô hạn không tuần hoàn gọi là số vô tỉ. 


Ví dụ 2. œ = Ù,101101110.... (số chữ số l sau mỗi chữ số 0 tăng dần) là 
một SỐ Vô tỉ. 

Tập hợp các số thực gồm các số hữu tỉ và các số vô tỉ. 

Mỗi số thực được biểu diễn bởi một điểm trên trục số và ngược lại (h.10). 


: 2 
——————t+ + > 
=2 : m 0 ] 3 2 


Hình 10 


II ~ CÁC TẬP HỢP CON THƯỜNG DÙNG CỦA R 


z0 


AI SỐ 22A 


Trong toán học ta thường gặp các tập hợp con sau đây của tập hợp các số 
thực lR (h.1]). 


Khoảng 


(z;b) ={xe Rla<x<b} “0W/MMMMÁC—— Me 


(4; +es)= {xe R |a<x) /#H8/Hậ_~——————— 
(-=;b)= {x€ R |x<Ð)}. ————————*⁄///1i" 


Đoạn _. b 
[a;b] =lxe Rla<x<Ð)}. PHHHHAMMÁ ——— Me 
` Ề a b 


Nửa khoảng. 


Ía;b) =lxe R|z<x<b} 0/0 MÁ——— (HE 


a b 
(2;b] =lxe R|a<x<b] ////0//MMÁ———ŸHHMH= 
qa b 


[2; +se)= [xe R |a<x} “8M 
(<; b]=(xe R |x<b). ——— z~ 


Hình lI 


Kí hiệu + đọc là đương vô cực (hoặc dương vô cùng), kí hiệu —œ đọc là 
âm vô cực (hoặc âm vô cùng). 


St 


1; 


l 


3. 


L8 


Ta có thể viết R = (œ ; +œ) và gọi là khoảng (—so ;+©). 


Với mọi số thực x ta cũng viết -œ < x < +oo, 


Bòi tập 
, Xác định các tập hợp sau và biểu diễn chúng trên trục số 
AI v1) 620 00 25H ý b)00;5]C7J<1; 1)? 
c) (2; 15) (3; +ø) ; d) [-l:3]0cti2: 
e)(=œ; 1) Q (2 ; +œ). 
4) I1) 21115 DĐ} ý 1) VỆ Tàn}: 
22) [31530 đ) (œ; 2] [—2 ; +). 
đe 3/4 L1 912 BC 272) v|L49)2 
c) R\X(2; +»); d) R \(œ©; 3]. 


BẠN CÓ BIẾT 


Can-to là nhà toán học Đức gốc Do Thái. 


Xuất phát từ việc nghiên cứu các tập hợp vô hạn và các số 
siêu hạn, Can-to đã đặt nền móng cho việc xây dựng Lí thuyết 
tập hợp. 


Lí thuyết tập hợp ngày nay không những là cơ sở của toán 
học mà còn là nguyên nhân của việc rà soát lại toàn bộ cơ sở 
lôgic của toán học. Nó có một ảnh hưởng sâu sắc đến toàn 
bộ cấu trúc hiện đại của toán học. 

Từ những năm 60 của thế kỉ XX, tập hợp được đưa vào giảng 
dạy trong trường phổ thông ở tất cả các nước. Vi công lao to 


lớn của Can-to đối với toán học, tên của ông đã được đặt cho 
một miệng núi lửa trên Mặt Trăng. 


Œ. CAN-TO 
(George Ferdinand 
Luawig Philipp Cantor 
IA4Š — 1918) 


SỐ GẦN ĐỨNG. SAI SỐ 


I- SỐ GẦN ĐÚNG 
Ví dụ 1. Khi tính diện tích của hình tròn bán kính 
r= 2 cm theo công thức § = mˆ (h.12), 


Nam lấy một giá trị gần đúng của r là 3,1 và 
được kết quả 

$=3,1.4= 12,4 (cm'). 
Minh lấy một giá trị gần đúng của z là 3,14 và 
được kết quả 


$=3,14. 4= 12,56 (cm'). 
Vì x = 3,141592653.... là một số thập phân vô hạn không tuần hoàn, nên ta 


Hình 12 


chỉ viết được gần đúng kết quả phép tính n2 bằng một số thập phân hữu hạn. 


1 Van Ñ 
s1 đọc các thông tin sau em hiểu đó °S ; 


là các số đúng hay gần đúng ? “..ẻ 


Bán kính đường Xích Đạo của Trái Đất là - Jà ¬... 
6378 km. . F, 
Khoảng cách từ Mặt Trăng đến Trái Đất MP bê `. 

là 384 400 km. _ =- 
Khoảng cách từ Mặt Trời đến Trái Đất k ` ú 


là 148 600 000 km. s 2P 


Để đo các đại lượng như bán kính đường Xích Đạo của Trái Đất, khoảng cách 
từ Trái Đất đến các vì sao,... người ta phải dùng các phương pháp và các 
dụng cụ đo đặc biệt. Kết quả của phép đo phụ thuộc vào phương pháp đo 
và dụng cụ được sử dụng, vì thế thường chỉ là những số gần đúng. 


Trong đo đạc, tính toán ta thường chỉ nhận được các số gần đúng. 
II - SAI SỐ TUYỆT ĐỐI 
1. Sai số tuyệt đối của một số gần đúng 


Ví dụ 2. Ta hãy xem trong hai kết quả tính điện tích hình tròn (z = 2 cm) 
của Nam (Š = 3,1. 4 = 12,4) và Minh ($ = 3,14. 4 = 12,56), kết quả nào 
chính xác hơn. 


I9 


R 
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Tathấy 3,1<3,14<m, 

do đó 3,1.4<3,14.4<nm.4 

hay 124< 12,56<S=m.4. 

Như vậy, kết quả của Minh gần với kết -quả đúng hơn, hay chính xác hơn. 
Từ bất đẳng thức trên suy ra 


|Š— 12,56|< J§ - 12.4. 


Ta nói kết quả của Minh có sai số tuyệt đối nhỏ hơn của Nam. 


Nếu a là số gần đúng của số đúng a thì A,=|a — a| được gọi là 


sai số tuyệt đối của số gần đúng a. 


Độ chính xác của một số gần đúng 

Ví dụ 3. Có thể xác định được sai số tuyệt đối của các kết quả tính diện 
tích hình tròn của Nam và Minh dưới dạng số thập phân không ?` 
Vì ta không viết được giá trị đúng của Š$ = z.4 dưới dạng một số thập phân 
hữu hạn nên không thể tính được các sai số tuyệt đối đó. Tuy nhiên, ta có 
thể ước lượng chúng, thật vậy 

3,1<3,14<m<3,15, 
Do đó 12,4 < 12,56 < §< 12,6. 
Từ đó suyra  |§~ 12,56| < |12,6 — 12,56| = 0,04 

|Š— 12,4|< |12,6 - 12,4| = 0,2. 
Ta nói kết quả của Minh có sai số tuyệt đối không vượt quá 0,04, kết quả 
của Nam có sai số tuyệt đối không vượt quá 0,2. Ta cũng nói kết quả của 
Minh có độ chính xác là 0,04, kết quả của Nam có độ chính xác là 0,2. 


Nêu A„=|đ — a|<S dthì -d< đa -a<Sdhaya-d< a <a+dđ. 
Ta nói a là số gần đúng của a với độ chính xác d, và quy 
ước viết gọn là aœ=a+ đ. 


2 
Tính đường chéo của một hình vuông có cạnh bằng 3 cm và xác định độ chính xác 
của kết quả tìm được. Cho biết V2 = I,4142135.... 


CHÚ Ý 
Sai số tuyệt đối của số gần đúng nhận được trong một phép đo đạc đôi 
khi không phản ánh đầy đủ tính chính xác của phép đo đó. 


Ta xét ví dụ sau. Các nhà thiên văn tính được thời gian để Trái Đất 


quay một vòng xung quanh Mặt Trời là 365 ngày ta ngày. Nam tính 


thời gian bạn đó đi từ nhà đến trường là 30 phút + 1 phút. 
Trong hai phép đo trên, phép đo nào chính xác hơn ? 


Phép đo của các nhà thiên văn có sai số tuyệt đối không vượt quá h ngày, 


nghĩa là 6 giờ hay 360 phút. Phép đo của Nam có sai số tuyệt đối không vượt ' 
quá 1 phút. 

Thoạt nhìn, ta thấy phép đo của Nam chính xác hơn của các nhà thiên văn 
(so sánh 1 phút với 360 phút). Tuy nhiên, h ngày hay 360 phút là độ chính 


xác của phép đo một chuyển động trong 365 ngày, còn 1 phút là độ chính 
xác của phép đo một chuyển động trong 30 phút. So sánh hai tỈ số 


l 
_4 ~_—L_ =0.0006849... 
1460 


sa 0,033... 
30 


ta phải nói phép đo của các nhà thiên văn chính xác hơn nhiều. 
Vì thế ngoài sai số tuyệt đối A„ của số gần đúng a, người ta còn xét tỈ số 
A 
ẽ cg, 
2 a| 


ö, được gọi là sai số tương đối của số gần đúng a. 
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II - QUY TRÒN SỐ GẦN ĐỨNG 


1. 


2. 


22 


Ôn tập quy tắc làm tròn số 
Trong sách giáo khoa Toán 7 tập một ta đã biết quy tắc làm tròn số đến 
một hàng nào đó (gọi là hàng quy tròn) như sau 
Nếu chữ số sau hàng quy tròn nhỏ hơn 5 thì ta thay nó và các 
chữ số bên phải nó bởi chữ số 0. 
Nếu chữ số sau hàng quy tròn lớn hơn hoặc bằng 5 thì ta Cũng 
làm như trên, nhưng cộng thêm một đơn vị vào chữ số của 
hàng quy tròn. 
Chẳng hạn 
Số quy tròn đến hàng nghìn của x = 2 841 675 là x ~ 2 842 000, của y = 432 415 
là y > 432 000. 
Số quy tròn đến hàng phần trăm của x = 12,4253 là x > 12,43 ; của y = 4,1521 
là y~ 4,15. 


Cách viết số quy tròn của số gần đúng căn cứ vào độ chính xác 
cho trước 


Ví dụ 4. Cho số gần đúng ø = 2 841 275 với độ chính xác đ = 300. Hãy viết 
Số quy tròn của số a. 

Giải. Vì độ chính xác đến hàng trăm (đ = 300) nên ta quy tròn a đến hàng 
nghìn theo quy tắc làm tròn ở trên. 


Vậy số quy tròn của z là 2 841 000. 
Ví dụ 5. Hãy viết số quy tròn của số gần đúng a = 3,1463 biết 


đ =3,1463 + 0,001. 
Giải. Vì độ chính xác đến hàng phần nghìn (độ chính xác là 0,001) nên ta 
quy tròn số 3,1463 đến hàng phần trăm theo quy tắc làm tròn ở trên. 
Vậy số quy tròn của a là 3,15. - 
3 ` 
Hãy viết số quy tròn của số gần đúng trong những trường hợp sau 
a) 374529 + 200 ; 
b) 4,1356 + 0,001. 


Bỏi tập 
Biết |5 = 1,709975947.... 
Viết gần đúng Ä⁄5 theo nguyên tắc làm tròn với hai, ba, bốn chữ số thập 
phân và ước lượng sai số tuyệt đối. 
Chiều đài một cái cầu là /= 1745,25 m + 0,01 m. 
Hãy viết số quy trờn của số gần đúng 1745,25. 
a) Cho giá trị gần đúng của œ là a = 3,141592653589 với độ chính xác là 
10710, Hãy viết số quy tròn của đ ; 
b) Cho b = 3,14 và c = 3,1416 là những giá trị gần đúng của œ. Hãy ước 
lượng sai số tuyệt đối của b và c. 
Thực hiện các phép tính sau trên máy tính bỏ túi (trong kết quả lấy 4 chữ 
số ở phần thập phân). 


a) 3ˆ 614 ; 
b) Ÿ15.12!. 


Hướng dẫn cách giải câu a). Nếu dùng máy tính CASIO ƒx-500 MS ta làm 
như sau 


Ấn |3]|^ || An 
Ấn liên tiếp phím cho đến khi màn hình hiện ra 
Fix Sci Norm 


1L =2 3 
Ấn liên tiếp H 1| |4] I4| để lấy 4 chữ số ở phần thập phân. Kết quả hiện ra trên 
màn hình là 8183.0047. 
Thực hiện các phép tính sau trên máy tính bỏ túi 
a) \J217 : 13” với kết quả có 6 chữ số thập phân ; 
Ấ Ván Là - 2 . 
b) (42 + Ÿ37) : 14” với kết quả có 7 chữ số thập phân ; 
9 
c) [d,23) + 4 -42 ] với kết quả có 5 chữ số thập phân. 
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Hướng dẫn cách giải câu a). Nếu dùng máy tính CASIO ƒx-500 MS ta làm 
như sau 


Ấn L3 |[snrrl lý | 2 [:] 1ø |^|[:][-Ì 


Ấn liên tiếp phím |MODE] cho đến khi màn hình hiện ra 


FEix S%cđI Norm 
1. 2 3 


Ấn liên tiếp |1] |6 | để lấy 6 chữ số thập phân. 
Kết quả hiện ra trên màn hình là 0.000016. 


_ÔN TẬP CHƯƠNG I 


Xác định tính đúng sai của mệnh đề phủ định A theo tính đúng sai của 


mệnh đề A. 

Thế nào là mệnh đề đảo của mệnh đề A — 8 ? Nếu A — ð là mệnh đề 
đúng, thì mệnh đề đảo của nó có đúng không ? Cho ví dụ minh hoạ. 

Thế nào là hai mệnh đề tương đương ? 


Nêu định nghĩa tập hợp con của một tập hợp và định ngha. hai tập hợp 
bằng nhau. 


Nêu các định nghĩa hợp, giao, hiệu và phân bù của hai tập hợp. Minh hoạ 
các khái niệm đó bằng hình vẽ. 


Nêu định nghĩa đoạn [z ; b], khoảng (z ; b), nửa khoảng [øz ; Ð), (a ; b], 
(—œ ; b], [a ; +). Viết tập hợp R các số thực dưới dạng một khoảng. 
Thế nào là sai số tuyệt đối của một số gần đúng ? Thế nào là độ chính xác 
của một số gần đúng ? 
Cho tứ giác ABCD. Xét tính đúng sai của mệnh đề P > Q với 
a)P : "ABCD là một hình vuông”, 
Q : "ABCD) là một hình bình hành" ; 
b)P : "ABCD là một hình thoi”, 
Q: "ABCD là một hình chữ nhật”. 


19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Xét mối quan hệ bao hàm giữa các tập hợp sau 


A là tập hợp các hình tứ giác ; Ð là tập hợp các hình chữ nhật ; 
B là tập hợp các hình bình hành ; £ là tập hợp các hình vuông ; 

C là tập hợp các hình thang ; G là tập hợp các hình thoi. 
Liệt kê các phần tử của mỗi tập hợp sau 


4A ={3k—-2|k=0,1,2,3,4, 5}. 
b)B=({xe Ñ |x<12); 
cầ)C={(I [me Ñ}. 


Giả sử A, B là hai tập hợp số và x là một số đã cho. Tìm các cặp mệnh đề 


tương đương trong các mệnh đề sau 

t2 ~.-... ŠX: CA và xe"; 
@: xeA\`B' ; T: "xe Ahoặc xe B'; 
R:"xeAn; X:"xeÄẢ và xe#". 


Xác định các tập hợp sau 

8)(-3;7)m(0;10); 

b) (CẰœ; 5) ¬ @ ; +); 

c) RVv(-œ; 3). 

Dùng máy tính bỏ túi hoặc bảng số để tìm giá trị gần đúng z của Ÿ12 (kết 


quả được làm tròn đến chữ số thập phân thứ ba). Ước lượng sai số tuyệt đối 
của 4. : 


Chiều cao của một ngọn đồi là ; = 347,13 m + 0,2 m. 
Hãy viết số quy tròn của số gần đúng 347,13. 

Những quan hệ nào trong các quan hệ sau là đúng ? 
aA)AcAUð; 

b)AœAB; 

c)ABcAUð8, 

dAtBCB; 


e)AoBc^4A. 
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Bèi tập trắc nghiệm 


Chọn phương án đúng trong các bài tập sau 


1ó. 


17. 
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Cho các số thực a, b, c, đvà a<b<c< đ. Ta có 


(A)(4;e)(b;4)=(b;©); (B)(4:+)evŒ;d) =[B¿©)) 

(C (2; e)1[b; đ) =[b; c]; (D)(4;c)t2(b; 4 = (b; đ). 

Biết P > Q là mệnh đề đúng. Ta có 

(A) P là điều kiện cần để có @ ; (B) P là điều kiện đủ để có Ở; 


(C) Ø là điều kiện cần và đủ để có P;_ (D) Ø là điều kiện đủ để có P. 


BÀI ĐỌC THÊM 


Cách ghi số thường dùng hiện nay (hệ ghi số thập phân) do người Hin-đu Ấn Độ 
phát minh vào đầu thế kỉ IX. Để ghi tất cả các số tự nhiên, người Hin-đu dùng 
10 kí hiệu (sau này ta gọi là 10 chữ số) như sau 


Ô¬Ï (8 SN (Úc U sổ l6. 
các số được ghi thành hàng, kể từ phải sang trái, hàng sau có giá trị bằng 10 lần 


hàng trước nó. 


Cách ghi số của người Hin-đu được truyền qua Ả Rập rồi sang châu Âu và nhanh 
chóng được thừa nhận trên toàn thế giới vì tính ưu việt của nó so với các cách ghi 
số trước đó. Cách ghi số cổ duy nhất còn được dùng ngày nay là hệ ghi số La Mã, 
nhưng cũng chỉ mang ý nghĩa trang trí, tượng trưng. 
Trải qua nhiều thế kỉ, 10 chữ số của người Hin-đu được biến đổi nhiều lần ở các quốc 
gia khác nhau, rồi đi tới thống nhất trên toàn thế giới là các chữ số 

0 IL 2 3 4 5 6 7 8 9 
Người Hin-đu ghi số theo nguyên tắc nào ? 
Ta hãy xét một số cụ thể, chẳng hạn số 2745. Ta nói số này gồm hai nghìn, bảy 
trăm, bốn mươi và năm đơn vị, hay có thể viết 


2745 =2.10 + 7.10” + 4.10 + 5. 


Tổng quát, cơ sở cho cách ghi số của người Hin-đu là định lí sau 


"Mỗi số tự nhiên a # 0 đều viết được một cách duy nhất dưới dạng 


-I 
a=a„.10” + a„—¡10” +... +đi.lŨ + đo 


trong đó 0 < a, < 9, ¡=0,..., n Và an # 0", 


Khi z có biểu diễn như vậy, ta viết 
a= qua —|---4| đo - 
và nói đó là cách ghi số z trong hệ thập phân. 
Tuy nhiên, -định lí trên vẫn đúng khi ta thay 10 bởi số nguyên ø > 1 tuỳ ý. Mỗi số tự 
nhiên z z 0 đều viết được một cách duy nhất dưới dạng 


n LOẠI 
a=dng +đn-I8 +... + địØ +đo 


trong đó 0 < a; < g— l1, a„ z Ö. 
Khi z có biểu diễn như vậy, ta viết 


4= a8, | điđọ, 


và nói đó là cách ghi số z trong hệ ø - phân ; ao, đ¡...., z„ gọi là các chữ số của số 
a.VÌ 0 Sa, ø— 1, nên để biểu diễn số tự nhiên trong hệ ø - phân ta cần dùng g 
chữ số. 

Để biểu diễn số tự nhiên z trong hệ øg - phân, ta thực hiện phép chia liên tiếp z và 
các thương nhận được cho g. 

Ví dụ. Biểu diễn 10 trong hệ nhị phân (ø = 2). 

Ta có 10 | 2 


Viết dãy các số dư theo thứ tự từ dưới lên ta được sự biếu diễn của 10 trong hệ 
nhị phân 


I0= 1010, . 


Trong hệ nhi phân chỉ có hai chữ số là 0 và 1 và mỗi số tự nhiên được biểu diễn bởi 
một dãy kí hiệu 0 và 1. Một dãy kí hiệu 0 và 1 có thể biểu thị bởi một dãy bóng đèn 
với quy ước bóng đèn sáng biểu thị chữ số 1, bóng đèn tắt biếu thị chữ số 0. 
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Điều đó giải thích vì sao hệ nhị phân được sử dụng trong Công nghệ thông tin. 
Bảng dưới đây cho sự biểu diễn các số từ 0 đến 15. 


Số trong hệ thập phân Biểu diễn nhị phân Biểu diễn vật lí 
c0 | 0 oooo 
1 1 oOoo* 
2 10 OOx*#O 
3 11 OO*x* 
4 100 O#OO 
5 101 SO*xOox* 
6 110 oxx+O 
7 111 O*** 
8 1000 *+FOOO 
9 1001 *OOx 
10 1010 *+O*O 
11 1011 *+Oxx 
12 1100 *'.È*+'OO 
13 1101 *' tFO 
14 1110 *#%O 
15 31 *.ự 


Việc thực hiện các phép tính trong hệ nhị phân cũng tương tự như trong hệ thập 
phân nhưng dễ dàng hơn nhiều vì bảng cộng và bảng nhân (cộng và nhân các 
chữ số) trong hệ nhị phân rất đơn giản 


Để cộng hai số bất kì trong hệ nhị phân, ta đặt phép tính như trong hệ thập phân 
và chú ý rằng 1 + 1 = 10 (viết 0 nhớ 1). 


Ví dụ. 
10110 
1011 
100001 
' Còn đối với phép nhân ta chỉ cần thực hiện các phép dịch chuyển và phép cộng. 
Ví dụ. 


0 0 0 0 
1 0 1 1 0 
1 1 0 1 1 1 0 
Như vậy, các phép tính trong hệ nhị phân được tiến hành theo những quy tắc đơn 


giản, do đó dễ "dạy" cho máy thực hiện. Đó cũng là lí do để sử dụng hệ nhị phân: 
trong Công nghệ thông tin. 


BẠN CÓ BIẾT 


Ì HỆ GHI SỐ AI CẬP 


Nói đến Ai Cập ta nghĩ ngay đến các Kim tự tháp đầy huyền bí. 
Chúng chứng tỏ rằng từ thời xa xưa ở nơi đây đã có một nền văn 
minh rực rỡ. ` 


Từ khoảng 3400 năm trước Công nguyên, người Ai Cập đã có một 
hệ thống ghi số gồm 7 kí hiệu, có giá trị tương ứng như sau 


(Ô T 5Ã  SE2 


| 1Ô I00 1000 10000 100000 1000 000 


Đo, 
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Kim tự tháp Kê-ốp 


Từ 7 kí hiệu trên các số được ghi theo nguyên tắc cộng tính, nghĩa 
là giá trị của một số bằng tổng giá trị các kí hiệu có mặt trong số 
đó. Ví dụ 


Ÿ#c€Zứ II: 


= 1 000 000 + 100 000 + 10 000 + 10 000 + 10+ 1+1 
=1 120012. 


Ì HữM SỐ BE HHẾT- 


Chương 


Ề 


VÌ BE HHỊ - 


Trong chương trình môn Toán Trung học cơ sở, học sinh 
đã nắm được các khái niệm hàm số, hàm số bậc nhất, hàm 
số bậc hai, hàm số đồng biến, hàm số nghịch biến. 
Chương này ôn tập và bổ sung các khái niệm cơ bản về 
hàm số, tập xác định, đồ thị của hàm số, khái niệm hàm số 
chắn, hàm số lẻ, xét chiều biến thiên và vẽ đồ thị các hàm 
số đã học. 


H11 BỐ BE [IHẤT VÀ BAC HHHI 


HÀM SỐ 


I- ÔN TẬP VỀ HÀM SỐ 


4. Hàm số. Tập xác định của hàm số 
Giả sử có hai đại lượng biến thiên x và y, trong đó x nhận giá trị thuộc tập 
số D. 
Nếu với mỗi giá trị của x thuộc tập D có một và chỉ một giá 
trị tương ứng của y thuộc tập số thực ]R thì ta có một hàm số. 
Ta gọi x là biến số và y là hàm số của x. 


Tập hợp D được gọi là tập xác định của hàm số. 


Ví dụ 1 

Bảng dưới đây trích từ trang web của Hiệp hội liên doanh Việt Nam — Thái Lan 
ngày 26 — 10 - 2005 về thu nhập bình quân đầu người (TNBQĐN) của 
nước ta từ năm 1995 đến năm 2004. 


Năm | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 |2000 2001 ]2002 ]2004 
TNBQĐN 
iữnie 05D) | 200 L282 295 | 311 | 339 | 363 | 375 3 54 


Bảng này thể hiện sự phụ thuộc giữa thu nhập bình quân đầu người (kí hiệu 
là y) và thời gian x (tính bằng năm). 


Với môi giá trị x e D = {1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001, 2002, 
2004} có một giá trị duy nhất y. 


Vậy ta có một hàm số. Tập hợp Ð là tập xác định của hàm số này. 
Các giá trị y = 200 ; 282 ; 295 ;... được gọi là các giá trị của hàm số, 
- tương ứng, tại x= 1995 ; 1996 ; 1997; 


4 x 
/ kh: nêu một ví dụ thực tế về hàm số. ` 


2. Cách cho hàm số 
Một hàm số có thể được cho bằng các cách sau. 
Hàm số cho bằng bảng 


Hàm số trong ví dụ trên là một hàm số được cho bằng bảng. 


Â: 

Hãy chỉ ra các giá trị của hàm số trên tại x = 2001 ; 2004 ; 1999. 
Hàm số cho bằng biểu đồ 
Ví dụ 2. Biểu đồ dưới (h.13) (trích từ báo Khoa học và Đời sống số 47 
ngày 8— 11-2002) mô tả số công trình khoa học kĩ thuật đăng kí dự giải 
thưởng Sáng tạo Khoa học Công nghệ Việt Nam và số công trình đoạt giải 
hàng năm từ 1995 đến 2001. 
Biểu đồ này xác định hai hàm số trên cùng tập xác định 

D = (1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001}. 


#4 3 
Hãy chỉ ra các giá trị của mỗi hàm số trên tại các giá trị x e Ð. 


Hình 13 


Hàm số cho bằng công thức 
® 
Hãy kể các hàm số đã học ở Trung học cơ sở. 
3ó vu cột co li =..ẽ... TP ` 
Các hàm số y = ax + b, y= cở y =ax là những hàm số được cho bởi công thức. 
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Khi cho hàm số bằng công thức mà không chỉ rõ tập xác định của nó thì ta 
có quy ước sau 


Tập xác định của hàm số y = ƒ(x) là tập hợp tất cả các số 
thực x sao cho biểu thức ƒ(x) có nghĩa. 
Ví đụ 3. Tìm tập xác định của hàm số f{x) = \Jx - 3. 
Giải. Biểu thức ýJx - 3 có nghĩa khi x - 3> 0, tức là khi x > 3. Vậy tập - 
xác định của hàm số đã cho là D = [3 ; +œ). 
ÂU... 
Tìm tập xác định của các hàm số sau 
a) sẰ) =2 , 
b) h(x)=Vjx+l+Vvl—x. 
CHÚ ÝŸ 


Một hàm số có thể được cho bởi hai, ba,... công thức. Chẳng 
-_ hạn, cho hàm số 


2 


2x+lvới x>0 
)= 
—x VỚI x < 0Ö 


nghĩa là với x > 0 hàm số được xác định bởi biểu thức ƒx) = 2x + l, 
với x < 0 hàm số được xác định bởi biểu thức g(x) = —x”. 


6 
ST giá trị của hàm số ở chú ý trên tại x = -2 và x = 5. 


3. Đồ thị của hàm số 


| Đồ thị của hàm số y = ƒx) xác định trên tập D là tập hợp tất cả 
các điểm M(x ; ƒ(*)) trên mặt phẳng toa độ với mọi x thuộc D. 
Ví đụ 4. Trong Sách giáo khoa Toán 9, ta đã biết đồ thị của hàm số bậc nhất 
y = ax + b là một đường thẳng, đồ thị của hàm số bậc hai y = ax2 là một 
đường parabol. 
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3.ĐẠI SỐ 10-B 


y 
| | 
55 3 L——— 
-. 3 | 
— Ị = 
0, || 
=2 -I| O[ 1Ì 2 E: 
Đồ thị hàm số ƒ@) = x + 1 Đổ thị hàm sốg(x) =2 x” 


Hình 14 


R 7 
Dựa vào đồ thị của hai hàm số đã cho trong hình 14 
y=ấz)=x+ l và y= g(z) = mu hãy 


a) Tính #(-2), @-1), /#(0), /(2), ø(—1), ø(~2), ø(0) ; 
b) Tìm z, sao cho +) = 2 ; 

Tìm x, sao cho g(+) = 2. 
Ta thường gặp trường hợp đồ thị của hàm số y = ƒfz) là một đường (đường thẳng, 
đường cong, ...). Khi đó, ta nói y = ƒ(z) là phương trình của đường đó. 
Chẳng hạn 


y= ax + b là phương trình của một đường thẳng. 


y= a (z z 0) là phương trình của một đường parabol. 


H 


SỰ BIẾN THIÊN CỦA HÀM SỐ 
1. Ôn tập 
Xét đồ thị hàm số y = f{x) = x (h.15a). Ta thấy trên khoảng (—œ ; Ø) đồ thị 
"đi xuống” từ trái sang phải (h.15b) và với 
XI, Xạ € (œ; 0), xị < x¿ thì ƒ@¡) > (G2). 
Như vậy. khi giá trị của biến số Ti, thì giá trị của hàm số giđm. 
Ta nói hàm số y = x nghịch biến trên khoảng (—œ ; 0). 
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O x* 


€) 


4) 


Hình 15 


Axatt 


Trên khoảng (0 ; +œ) đồ thị "đi lên” từ trái sang phải (h.15c) và với 
*I,X¿ạ € (0; +); xị < x¿ thì xị) < f0¿). 
Như vậy, khi giá trị của biến số făng thì giá trị của hàm số cũng făng. 
Ta nói hàm số y = xi đồng biến trên khoảng (0 ; +). 
CHÚ Ý 
Khi x > 0 và nhận các giá trị lớn tuỳ ý thì ta nói x dần tới +œ. 
Khi x < 0 và |xÌ nhận các giá trị lớn tuỳ ý thì ta nói x dần tới —o, 
_ Ta thấy khi x dần tới +ø hay ~œ thì x7 dân tới +. 
Tổng quát 
Hàm số y = ƒ gọi là đồng biến (tăng) trên khoảng (a ; b) nếu 
Vxi,X¿ €(đg;Ð):xị <x¿ > &¡) <ƒG2). 
Hàm số y = ƒ@) gọi là nghịch biến (giảm) trên khoảng (a; b) nếu 


VXq, xạ € (4; b): xị < xạ © ƒGI) >ƒG;). 


Bảng biến thiên 

Xét chiều biến thiên của một hàm số là tìm các khoảng đồng biến và các 
khoảng nghịch biến của nó. Kết quả xét chiều biến thiên được tổng kết 
trong một bảng gọi là bđng biến thiên. 


2 ` ^“ 2 
Ví đụ 5. Dưới đây là bảng biến thiên của hàm số y = x“. 


Hàm số y = x? xác định trên khoảng (hoặc trong khoảng) (—œ ; +œ) và khi 
+ đần tới +œ hoặc dân tới —œ thì y đều dần tới +œ. 
Tại x = 0 thì y =0. 
Để diễn tả hàm số nghịch biến trên khoảng (—s ; 0) ta vẽ mũi 
tên đi xuống (từ +oo đến 0). 
Để diễn tả hàm số đồng biến trên khoảng (0 ; +) ta vẽ mũi 
tên ẩi lên (từ 0 đến +œ). 
Nhìn vào bảng biến thiên, ta sơ bộ hình dung được đồ thị hàm 
số (đi lên trong khoảng nào, đi xuống trong khoảng nào). 


II - TÍNH CHẴN LẺ CỦA HÀM SỐ 


1. 


Hàm số chẵn, hàm số lẻ 


Xét đồ thị của hai hàm số y = #œ) = x” và y = g(x) = x (h.16). 


Đầ thị hàm số y =x" Đồ thị hàm số y =x 
Hình l6 
Đường parabol y = x Có /rục đối xứng là Oy. Tại hai giá trị đối nhau của 
biến số x, hàm số nhận cùng một giá trị 
#-))=I)= 1,#-2) =2) =4... 
Gốc toạ độ Ó là ¿âm đối xứng của đường thẳng y = x. Tại hai giá trị đối 
nhau của biến số x, hàm số nhận hai giá trị đối nhau 


#(]) =-g(1), ø(~2) = —g(2),.... 
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Hàm số y = x là một ví dụ về hàm số chẩn. 
Hàm số y = x là một ví dụ về hàm số lẻ. 
Tổng quát 
Hàm số y = f(x) với tập xác định D gọi là hàm số chẵn nếu 
Vxe€ Dthỉ-xe€ D và f(—x) = f2). 
v|: Hàm sốy = +) với tập xác định D gọi là hàm số lẻ nếu 
Vx€ D thì -x€ D và f—x) = -ƒf(#). 


8 
®, tính chẵn lẻ của các hàm số 


a) y= 3x7 —2; b) y=T¡ c) y=x. 

CHÚ Ý 

Một hàm số không nhất thiết phải là hàm số chấn hoặc hàm số 
lẻ. Chẳng hạn, hàm số y = 2x + 1 không là hàm số chắn, cũng 
không là hàm số lẻ vì giá trị của nó tại x = l và z = —l tương 
ứng là 3 và —1. Hai giá trị này không bằng nhau và cũng 
không đối nhau. 


2. Đồ thị của hàm số chắn, hàm số lẻ 


Nhận xét về đồ thị của hàm số y = x” và y =x trong mục I cũng đúng cho 
trường hợp tổng quát. Ta có kết luận sau 


Đồ thị của một hàm số chẵn nhận trục tung làm trục đối xứng. 


Đồ thị của một hàm số lẻ nhận gốc toạ độ làm tâm đối xứng. 


Bỏi tập 


1. Tìm tập xác định của các hàm số 
3x—2 -] : 
a)y= h b)y=————— ; €)y=V2x+l — V3—x. 
2x+I xÖ+2x-3 
2. Cho hàm số 


x+l VỚI x32 
y= 
x=2 với x<2. 
Tính giá trị của hàm số đó tại x = 3; x=_—l;x= 2. 
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Cho hàm số y = 3xŸ — 2x + 1. Các điểm sau có thuộc đồ thị của hàm số đó không ? 
1) .MCGI 6); 
b) NI; 1); 
c) P(0; 1). 
Xét tính chắn lẻ của các hàm số 
a) y =|A| ; 
b)y=Œ +2)”; 
3 
c)y=x +x; 


2 


đ)y=x“ +x +]. 


HÀM SỐ y=ax+b 
Z5) 


I- ÔN TẬP VỀ HÀM SỐ BẬC NHẤT 


y=ax+b(az0). 
Táp xác định D =IÑ. 
Chiều biến thiên 
Với a >0 hàm số đồng biến trên R. 
Với a< 0 hàm số nghịch biến trên IÑ. 
Bảng biến thiên 
a>0 a<0 


Đồ thị 


Đồ thị của hàm số là một đường thẳng không song song và cũng không: 
trùng với các trục toạ độ. Đường thẳng này luôn song song với đường 


thắng y = ax (nếu b # 0) và đi qua hai điểm A(0 ; b) ; | : 0] (h.17). 
a 


a>0 a<0 
` _ Hình 17 


1 


Vẽ đồ thị của các hàm số : y= 3x +2; y==x+Š, 


II - HÀM SỐ HÀNG y=b 


2 
® Cho hàm số hằng y = 2. 


Xác định giá trị của hàm số tại x = -2 ;—1;0;1;2. 
Biểu diễn các điểm . 
(2 ; 2), (T1 ; 2), (0; 2), (1 ; 2), (2; 2) trên mặt phẳng toạ độ. 
Nêu nhận xét về đồ thị của hàm số y = 2. 


Đồ thị của hàm số ÿ = b là một 
đường thẳng song song hoặc trùng 
với trục hoành và cắt trục tung tại 
điểm (0 ; b). Đường thẳng này gọi 
là đường thẳng y = b (h.18). 


Hình I8 


III - HẦM SỐ y = lx| 


Hàm số y = |x| có liên quan chặt chẽ với hàm bậc nhất. 
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1. Tập xác định 


Hàm số y = |xÌ xác định với mọi giá trị của x, tức là tập xác định D= R. 


2. Chiều biến thiên _ 
Theo định nghĩa của giá trị tuyệt đối, ta có 
x nếu x > 0 
y=bl=+  _ 
=x nếu x < 0. 
Từ đó suy ra 
Hàm số y = ÌxÌ nghịch biến trên khoảng (—œ ; 0) và đồng biến 
trên khoảng (0 ; +®). 


Bảng biến thiên. 
- Khi x > 0 và dần tới +œ thì y = x đần tới +œ, khi x < 0 và dần tới —œ thì 
y = —x cũng dần tới +. Ta có bảng biến thiên sau, 


3. Đồ thị (h.19) 
Trong nửa khoảng [Ô ; +œ) đồ thị của hàm 
số y = [xÌ trùng với đồ thị của hàm số y = x. 


Trong khoảng (—œ ; 0) đồ thị của hàm số y= lx| 
trùng với đồ thị của hàm số y = —x 


CHÚ Ý Hình 19 


Hàm số y = [xÌ là một hàm số chấn, đồ thị của nó nhận Óy làm 
trục đối xứng. 


Bỏòi tập 
1. Vẽ đồ thị của các hàm số 


a)y=2x~3; b) y= 2. 
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3 
BS GV hố đ) y = |x| — 1. 
2. Xác định a, b để đồ thị của hàm số y = ax + b đi qua các điểm 
a) A(O; 3) và s(ễ: ) : 
b)A(I; 2) và 8(2; 1); 
c) A(15 ; -3) và B(21 ; -3). 
3... Viết phương trình y = ax + b của các đường thẳng 
a) Đi qua hai điểm A(4; 3) và 8(2; -l1); 
b) Đi qua điểm A(I ; —1) và song song với Óx. 
4. Vẽ đồ thị của các hàm số 


S7 Vip x+l vớix>] 
b)y= 


E3) ái: 0g 
2 


a)y= 


—2x +4 với x < Ì. 


HÀM SỐ BẬC HAI 


Hàm số bậc hai được cho bởi công thức 
y=ax2+bx+c(a#0). 
Tập xác định của hàm số này là D = IR. 


Hàm số y = axˆ (a # 0) đã học ở lớp 9 là một trường hợp riêng của hàm số này. 
I- ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ BẬC HAI 


® 


Nhắc lại các kết quả đã biết về đồ thị của hàm số y = ax”. 
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1. 


Nhận xét 

1) Điểm Ø(0 ; 0) là đỉnh của parabol y =ax”. Đó là điểm thấp nhất của đồ 
thị trong trường hợp a > 0 (y > 0 với mọi x), và là điểm cao nhất của đồ thị 
trong trường hợp z < 0 (y <0 với mọi x) (h.20). 


a>0 a<0 
Hình 20 


2) Thực hiện phép biến đổi đã biết ở lớp 9, ta có thể viết 
2 
vy= ax” tr +c = da] + —` với A= bˆ ~ ạc. 
2a 4a 
Từ đó ta có nhận xét sau 


Nếu x= _ thì y = -Â, Vậy điểm [-s ; sẽ) thuộc đồ thị của hàm số 
2a 4a 2a 4a 


y=ax! +bx+c(a# 0). 


Nếu a > 0 thì y > > với mọi x, do đó / là điểm thấp nhất của đồ thị. 
a 


= ` ~Â__„..... 2 TT ạt 2V vn 
Nếu z < 0 thì y < ¬ với mọi x, do đó 7 là điểm cao nhất của đồ thị. 
a 


Như vậy, điểm {-# ; `) đối với đồ thị của hàm số y =axX +bx+e (az 0) 
a a 


đóng vai trò như đỉnh Ó(0 ; 0) của parabol y = đX”. 
Đồ thị 


Dưới đây (xem bài đọc thêm) ta sẽ thấy đồ thị của hàm số y = ax” + bx + 


chính là đường parabol y = ax” sau một số phép "dịch chuyển" trên mặt phẳng 
toạ độ. - 
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Đồ thị của hàm số y = ax” + bx+c (a # 0) là một đường 


parabol có đỉnh là điểm (-- ; =>], có trục đối xứng là 
2a 4a 


đường thẳng x = cản: Parabol này quay bề lốm lên trên nếu 
4 


a >0, xuống đưới nếu a < 0 (h.21). 


a<0 


Hình 21 
Cách vẽ 


Đề vẽ đường parabol y = axˆ + bx + (a # 0), ta thực hiện các bước 


1) Xác định toa độ của đỉnh | : ¬ 
2a 4a 
- “co . b 
2) Vẽ trục đối xứng x = ———- 
2a 


3) Xác định toạ độ các giao điểm của parabol với trục tung (điển (0; c)) 
và trục hoành (nếu có). 

Xác định thêm một số điểm thuộc đồ thị, chẳng hạn điểm đối xứng với 
điểm (0 ; c) qua trục đối xứng của parabol, để vẽ đồ thị chính xác hơn. 

4) Vẽ parabol. 

Khi vẽ parabol cần chú ý đến dấu của hệ số ø (ø > 0 bề lõm quay lên trên, 
ø <0 bề lõm quay xuống dưới). 


Ví dụ. Vẽ parabol y = 3x7 - 2x - I. 


Ta có 

Đình /[2 : =] 

Trục đối xứng là đường thẳng x = : ; 
Giao điểm với Óy là A(0 ; —1); 


„ “. . Mà MÃ ` , 2 
Điềm đối xứng với điểm A(0 ; —1) qua đường thẳng x = : là A Ế ;— )) 
Giao điểm với Óx là B(1 ; 0) và. C[~3:0]. 
Đồ thị như hình 22. 


*® 


Vẽ parabol y = -2x7 +x+3. 


Hình 22 


II - CHIỀU BIẾN THIÊN CỦA HÀM SỐ BẬC HAI 


Dựa vào đồ thị của hàm số y = đX +bx+e (a # 0), ta có bảng biến thiên 
._ Của nó trong hai trường hợp z > 0 và z < 0 như sau 


a>0 a<0 
b 
* —co —— +co 
2a 
TA 
_4a 
ỳ 


Từ đó ta có định lí dưới đây 
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ĐỊNH LÍ 
Nếu a > 0 thì hàm số y = ax? + bx + c 


Nghịch biến trên khoảng (—=:22] : 
a 


Đồng biến trên khoảng E ;+ »]. 
4a 


Nếu a < 0 thì hàm số y = ax” + bx +€ 


5 : : —b 
Đồng biến trên khoảng [~ S) D 
2a 


: ; —b 
Nghịch biến trên khoảng E ;+ ”] 
a 


BÀI ĐỌC THÊM 


M3 ĐƯỜNG PARABOL 


Trong §3, ta đã khẳng định rằng đồ thị của hàm số bậc hai y = ax” + bx+e (a z 0) 
là một đường parabol. Dưới đây ta sẽ chứng tỏ điều đó và cho thấy đường 
parabol này được suy ra từ parabol y = ax7 như thế nào. 


1. Đồ thị của hàm số y =ax? + 
Xét hai hàm số ƒ{x) = ax” và g(x) = ax” + yụ. 
Tại cùng một điểm Xe R ta có 
Y =ƒQ@0 =aX?, gQÓ = 4X? + yạ =Y +yg. 
Do đó, nếu điểm M(X; Y) thuộc đồ thị của hàm số y = zxˆ thì điểm N(X; Y + yạ) thuộc 
đồ thị của hàm số y = ax” + yụ. 


Ta thấy nếu dịch chuyển (tinh tiến) điểm A⁄(X ; Y) song song với trục tung một 
đoạn bằng |yạ| đơn vị (lên trên nếu yạ > 0, xuống dưới nếu yọ < 0) thì được điểm 


Đồ thị của hàm số y = ax” + yạ nhận được từ đồ thị của hàm số y = ax” 
nhờ phép tịnh tiến song song với trục tung lyạÌ đơn vị, lên trên nếu ' 


yọ > 0, xuống dưới nếu yọ < 0 (h.23). 


~~£“----~2 


x»< 0 
Hình 23 
2. Đồ thị của hàm số y = a(x + xạ 
Xét hai hàm số 
ƒœ)= a7 Và £(z) = a(x + xo)”. 
Với X tuỳ ý, ta có 
_#@0 =aX?, gŒX~ xạ) = a[(X~ xạ) + xg]” = aX?. 


Nghĩa là, giá trị của hàm số /(+) tại X bằng giá trị của hàm số s() tại X~ xạ. Vậy nếu 
điểm M(X; Y) thuộc đồ thị của hàm số y = axˆ thì điểm M(X~ xạ; Y) thuộc đồ thị của 
hàm số y = a(x + xo)”. 
Ta thấy, nếu tịnh tiến điểm M(X; Y) song song với trục hoành |xạ| đơn vị về bên 
trái nếu xạ > 0, về bên phải nếu xạ < 0 thì được điểm M(X- xọ ; V). 
Vậy 
Đồ thị của hàm số y = a(x + xạ)” nhận được từ đồ thị của hàm số y = ax” 
nhờ phép tịnh tiến song song với trục hoành |xạ| đơn vị, về bên trái 


nếu xạ > 0, về bên phải nếu xạ < 0 (h.24). 
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xa>0 
Hình 24 
3. Đồ thị của hàm số y = ax? + bx+c 
Thực hiện phép biến đổi đã biết ở lớp 9, ta có thể viết 


2 2p b` -A 2 
y=ax thrtee dc] -Ệ +e=dx+e] +— Với A=b - đạc. 
2a 4a 2a 4a 


Áp dụng các kết quả trên với xạ =.i 3 -— ta thấy 
a a 


Đổ thị của hàm số y = ax + bx+c được suy ra từ đồ thị của hàm số 


y= ax” trước hết nhờ phép tịnh tiến song song với trục hoành 5 
q 


đơn vị, về bên trái nếu số >0, về bên phải nếu Sà <0, sau đó nhờ phép 
. a a 


tịnh tiến song song với trục tung P 
a 


đơn vị, lên trên nếu = >0, 
a 


xuống dưới nếu > <0 (h.28). 


Hình 25 


Như vậy, đồ thị của hàm số bậc hai y = là” + bx + c cũng là một đường parabol. 


Trong đời sống hằng ngày chúng ta thường gặp những hình ảnh của đường 
parabol, như khi ta ngắm các đài phun nước, hoặc chiêm ngưỡng cảnh bắn pháo 
hoa muôn màu, muôn sắc. Nhiều công trình kiến trúc cũng được tạo dáng theo 
hình parabol, như cây cầu, vòm nhà, cổng ra vào,... Điều đó không chỉ bảo đảm 
tính bền vững mà còn tạo nên vẻ đẹp của công trình. 


Bòi tập 


Xác định toạ độ của đỉnh và các giao điểm với trục tung, trục hoành (nếu 
có) của mỗi parabol 


a)y=x —3x+2; b)y=-2x7+4x- 3; 
c)y=x —2x; d)y=-x?+4. 

Lập bảng biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số 
a)y=3x7—4x+l; bìy=<3x⁄ˆ#2w#=1¿ 
c)\y=4x —-4x+l; d)y=-x +4x—4; 
e)\y=2x2+x+l; Đy=-x +x-—1. 


Xác định parabol y = ax” + bx + 2, biết rằng parabol đó 
a) Đi qua hai điểm ÁM(1 ; 5) và N(- 2; 8); 


b) Đi qua điểm A(3 ; — 4) và có trục đối xứng là =5 : 
€ì Cũ đỉnh là H2 : = 


d) Đi qua điểm B(—1 ; 6) và tung độ của đỉnh là _a: 
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Xác định a, b, c biết parabol y = ax” + bx + c đi qua điểm A(8 ; 0) và có 
đỉnh là /(6 ; —12). 


ÔN TẬP CHƯƠNG II 


Phát biểu quy ước về tập xác định của hàm số cho bởi công thức. 

Từ đó hai hàm số y =— >> — và y= - có gì khác nhau ? 
(x+ 1)(x“ +2) x“+2 

Thế nào là hàm số đồng biến (nghịch biến) trên khoảng (z ; b) ? 

Thế nào là một hàm số chắn ? Thế nào là một hàm số lẻ ? 


Chỉ ra khoảng đồng biến, khoảng nghịch biến của hàm số y = ax + b, trong 
mỗi trường hợp z >0; a < 0. 


Chỉ ra khoảng đồng biến, khoảng nghịch biến của hàm số y = axX” + bx + C, 
trong mỗi trường hợp ø >0; a< 0. 
Xác định toạ độ của đỉnh, phương trình của trục đối xứng của parabol 


y= a7 +bx+c. 


Xác định toạ độ giao điểm của parabol y = ax7 + bx +c với trục tung. Tìm 
điều kiện để parabol này cắt trục hoành tại hai điểm phân b biệt và viết toạ 
độ của các giao điểm trong trường hợp đó. 


Tìm tập xác định của các hàm số 


TT +Vx+3; 


c)y=4x+3 
42—x với x< l1. 


Xét chiều biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số 
" . 
4)y= x—1; b)y=4- 2x; 


4.ĐẠI SỐ 10-B 


19. 


11. 
12. 


13. 


14. 


| 
A)D=|-;3|; 
Ap=|2:3| 
_(QD=Ø; (D)D=R. 
Parabol y= 3x7 - 2x + I có đỉnh là 
1 2 1ˆ 
A)I-—;-|: __ (B)I--;-— 
@/(Sš:3) ®/(S 
Í_ 2 1 2 
€)/|—;_-_|: D)/|-;— 
(©/[S:=3) Ð ([ :3 


15. 


c)y= vx? ; 
Lập bảng biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm 
a)y= x —2x—]; 


b)y=—x? +3x+2. 


số 


d)y= Ìx + IỈ. 


Xác định a, b biết đường thẳng y = ax + b đi qua hai điểm A(I ; 3), B(—I ; 5). 


Xác định a, b, c biết parabol y = ax? + bx+e 
a) Đi qua ba điểm A(0 ; —1), B(I ; —1), C(—1; 1); 


b) Có đỉnh /(1 ; 4) và đi qua điểm Q3 ; 0). 


Chọn phương án đúng trong các bài tập sau 


Bài tập trắc nghiệm 


Tập xác định của hàm số y= 4x - 3 —- VI— 2x là 


Hàm số y = x°-5x+3 


(A) Đồng biến trên khoảng [~= : ) ; 
(B) Đồng biến trên khoảng lš ;+ ”] ; 


(C) Nghịch biến trên khoảng lš `. ] : 


(D) Đồng biến trên khoảng (0 ; 3). 


2 
3 


) 


(8) D= | ~ee:5 |UI8:+ 8): 


): 
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|| PHƯUTIG TRÌNH. 
_HIỆ PHUUIIB TRÌNH 


Chương này bổ sung các kiến thức về phương trình ; 

ôn tập và hệ thống hoá cách giải phương trình bậc nhất, 
bậc hai một ẩn ; phương trình và hệ phương trình bậc nhất 
hai ẩn ; đồng thời cung cấp cách giải hệ phương trình bậc 
nhất ba ẩn thông qua ví dụ. 


PHƯƠI TRÌNH. HỆ ĐHƯƠIB TRÌNH 


ĐẠI CƯƠNG VỀ PHƯƠNG TRÌNH 


I- KHÁI NIỆM PHƯƠNG TRÌNH : 


4 
1l ví dụ về phương trình một ẩn, phương trình hai ẩn. 


1. Phương trình một ẩn 
Phương trình ẩn x là mệnh đề chứa biến có dạng 
+) = sŒ) q) 


trong đó f(x) và (+) là những biểu thức của x. Ta gọi ƒ@©) là 
vế trái, g(x) là vế phải của phương trình (1). 


Nếu có số thực xạ sao cho ƒ(xọ) = gŒq) là mệnh đề đúng thì 
xọ được gọi là một nghiệm của phương trình (1). 


Giải phương trình (1) là tìm tất cả các nghiệm của nó (nghĩa là 
tìm tập nghiệm). 

Nếu phương trình không có nghiệm nào cả thì ta nói phương 
trình vô nghiệm (hoặc nói tập nghiệm của nó là rỗng). 


CHÚ Ý 
Có trường hợp, khi giải phương trình ta không viết được chính 
xác nghiệm của chúng dưới dạng số thập phân mà chỉ viết gần 


đúng. Chẳng hạn, v3 là nghiệm của phương trình 


2x =3. Giá trị 0,866|= Š là một nghiệm gần đúng của 


phương trình. 


ĐK 


2. Điều kiện của một phương trình 


2 
Cho phương trình Z?Í ~ /y—1, 

x2 
Khi x = 2 vế trái của phương trình đã cho có nghĩa không ? Vế phải có nghĩa khi nào 2 
Khi giải phương trình (1), ta cân lưu ý tới điều kiện đối với ẩn số x để fx) và gQ) 
có nghĩa (tức là mọi phép toán đều thực hiện được). Ta cũng nói đó là điều kiện 
xác định của phương trình (hay gọi tắt là điều kiện của phương trình). 


Khi các phép toán ở hai vế của một phương trình đều thực hiện được với 
mọi giá trị của x thì ta có thể không ghi điều kiện của phương trình. 


3 
R, tìm điều kiện của các phương trình 


a) 3-x2=——; 
V2—x 
b) D =Nx+3 
xế] 


3. Phương trình nhiều ẩn 


Ngoài các phương trình một ẩn, ta còn gặp những phương trình có nhiều ẩn 
số, chẳng hạn 

3x+2y=x —2xy+8, (2) 

A7 —xy+2z= 3z! + 2xz+ y. "¬ (3) 


Phương trình (2) là phương trình hai ẩn (x và y), còn (3) là phương trình ba 
ấn Œ, y Và zZ). 

Khi x = 2, y = 1 thì hai vế của phương trình (2) có giá trị bằng nhau, ta nói 
cặp số (x; y) = (2 ; 1) là một nghiệm của phương trình (2). 

Tương tự, bộ ba số (x ; y; z) = (—1 ; 1; 2) là một nghiệm của phương trình (3). 


4. Phương trình chứa tham số 


Trong một phương trình (một hoặc nhiều ẩn), ngoài các chữ đóng vai trò 
ẩn số còn có thể có các chữ khác được xem như những hằng số và được gọi 
là tham số. 
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Giải và biện luận phương trình chứa tham số nghĩa là xét xem với giá trị nào 
của tham số phương trình vô nghiệm, có nghiệm và tìm các nghiệm đó. 


Chẳng hạn (m+1)x—3=0, 
xẰ—2x+m=0 


có thể được coi là các phương trình ẩn x chứa tham số 7. 


- PHƯƠNG TRÌNH TƯƠNG ĐƯƠNG VÀ PHƯƠNG TRÌNH HỆ QUÁ 


4 
Các phương trình sau có tập nghiệm bằng nhau hay không 
a) x?+x=0 và 4. v02 b) x-4=0và 2+x=02 


x— 


1. Phương trình tương đương 
Hai phương trình được gọi là tương đương khi chúng có cùng 
tập nghiệm. 


Ví dụ 1. Hai phương trình 2x — 5 = 0 và 3x — = = 0 tương đương với nhau 


vì cùng có nghiệm duy nhất là x = n 


2. Phép biến đổi tương đương 


- Để giải một phương trình, thông thường ta biến đổi phương trình đó thành 
một phương trình tương đương đơn giản hơn. Các phép biến đổi như vậy 
được gọi là các phép biến đối tương đương. 

Định lí sau đây nêu lên một số phép biến đổi tương đương thường sử dụng. 


ĐỊNH LÍ 


Nếu thực hiện các phép biến đổi sau đây trên một phương ` 
trình mà không làm thay đổi điều kiện của nó thì ta được 
một phương trình mới tương đương 


a) Cộng hay trừ hai vế với cùng một số hoặc cùng một biểu thức ; 


b) Nhân hoặc chia hai vế với cùng một số khác 0 hoặc với 
cùng một biểu thức luôn có giá trị khác 0. 


CHÚ Ý 
Chuyển vế và đổi đấu một biểu thức thực chất là thực hiện phép 
cộng hay trừ hai vế với biểu thức đó. 


Kí hiệu. Ta dùng kí hiệu "—" để chỉ sự tương đương của các phương trình. 


#o 


Tìm sai lầm trong phép biến đổi sau 


3. Phương trình hệ quả 


Nếu mọi nghiệm của phương trình f{x) = g(x) đều là nghiệm của 
phương trình f|(%) = (+) thì phương trình ƒfj(x) = ø¡(x) được 
gọi là phương trình hệ quả của phương trình f[x) = g(x). 

Ta viết 


z) = gz) > ñ@) = ø;0). 


Phương trình hệ quả có thể có thêm nghiệm không phải là nghiệm của 
phương trình ban đầu. Ta gọi đó là nghiệm ngoại lai. 

Khi giải phương trình, không phải lúc nào cũng áp dụng được phép biến 
đổi tương đương. Trong nhiều trường hợp ta phải thực hiện các phép biến 
đổi đưa tới phương trình hệ quả, chẳng hạn bình phương hai vế, nhân hai 
vế của phương trình với một đa thức. Lúc đó để loại nghiệm ngoại lai, ta 
phải thử lại các nghiệm tìm được. 

Đối với phương trình nhiều ẩn, ta cũng có các khái niệm tương tự. 


Ví dụ 2. Giải phương trình 


x+3 x3 _- 2-3, (4) 
xxT—l) x  x-] 


Giải. Điều kiện của phương trình (4) là x # 0 và x # 1. 
Nhân hai vế của phương trình (4) với x(x — 1) ta đưa tới phương trình hệ quả 
(4) >x+3+~+3(x- l)=xŒ - x). 
=x +2x =0 
= x(@x +2) =0. 
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Phương trình cuối có hai nghiệm là x = 0 và x = -2. 

Ta thấy x = 0 không thoả mãn điều kiện của phương trình (4), đó là nghiệm 
ngoại lai nên bị loại, còn x = -2 thoả mãn điều kiện và là một nghiệm của 
phương trình (4). 

Vậy phương trình (4) có nghiệm duy nhất là x = -2. 


Bòi tập 
Cho hai phương trình 
3x= 2 và 2x= 3. 
Cộng các vế tương ứng của hai phương trình đã cho. Hỏi 


a) Phương trình nhận được có tương đương với một trong hai phương trình 
đã cho hay không ? 


b) Phương trình đó có phải là phương trình hệ quả của một trong hai phương 
trình đã cho hay không ? 
Cho hai phương trình 
4x= 5 và 3x= 4. 
Nhân các vế tương ứng của hai phương trình đã cho. Hỏi 
_ 8) Phương trình nhận được có tương đương với một trong hai phương trình 
đã cho hay không ? 
b) Phương trình đó có phải là phương trình hệ quả của một trong hai 
phương trình đã cho hay không ? 
Giải các phương trình 
a)!3-x+x=Xx3-x+l; b)x+vx-2=v2-x+2; 


2 
X 9 ị 2 
c) = ; đ) xÝỞ-ÝVl—x=wx-2+3. 
Xx—l Nx-—l 


Giải các phương trình 


2 x+SŠ 3 3x 
+T1+ = h b) 2x+ = , 
8) % x+3  x+3 ) x—l  x-Ì 
2 _— _2 2v _ 
i -4*⁄-?=Jx =2; d) ““ =*-Ở~2x-3, 


ly.— 2 2x-3 
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PHƯƠNG TRÌNH QUY VỀ 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT, BẬC HAI 
¿ LHUƠNG TRINH BẬC NHẬT, BẬC HAI 


I~ ÔN TẬP VỀ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT, BẬC HAI 
1. Phương trình bậc nhất 


Cách giải và biện luận phương trình dạng ax + b = 0 được tóm tắt trong 
bảng sau 


ax+b=0(]) 


Khi a z 0 phương trình ax + b = 0 được gọi là phương trình bậc nhất 
một ẩn. 


1 
Giải và biện luận phương trình sau theo tham số m 
m(x— 4) = 5x - 2. 


2. Phương trình bậc hai 


Cách giải và công thức nghiệm của phương trình bậc hai được tóm tắt trong 


bảng sau 
ax7+ bx + c= 0 (a #0) (2) 
A = bỂ ~ đạc Kết luận 
-b + 
A>0 (2) có hai nghiệm phân biệt xị ; = S 
, ạ 
: : " b 
A=0 (2) có nghiệm kép x = ——— 
: 2a 
A<0 (2) vô nghiệm 
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A 2 
Lập bảng trên với biệt thức thu gọn A'. 
3. Định lí Vi-ét 


Nếu phương trình bậc hai ax” + bx + c = 0 (a # 0) có hai 


nghiệm xị, xạ thì 


la 
132 —= —. 
a 


b 
bà) +*2 — 


Ngược lại, nếu hai số w và v có tổng w + v = S và tích wv = P 
thì w và v là các nghiệm của phương trình 


x*-Sx+P=0. 


3 . 

tu, định "Nếu z và c trái dấu thì phương trình (2) có hai nghiệm và hai nghiệm 
đó trái dấu" có đúng không 2? Tại sao 2? 

II - PHƯƠNG TRÌNH QUY VỀ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT, BẬC HAI 
Có nhiều phương trình khi giải có thể biến đổi về phương trình bậc nhất 
hoặc bậc hai. Sau đây ta xét hai trong các dạng phương trình đó. 

1. Phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối 
Để giải phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối ta có thể dùng định 
nghĩa của giá trị tuyệt đối hoặc bình phương hai vế để khử dấu giá trị tuyệt đối. 
Ví dụ I. Giải phương trình 

|x— 3| =2x + 1. 3) 
Giải 
Cách l 
a) Nếu x > 3 thì phương trình (3) trở thành x — 3 = 2x + 1. Từ đó x= -4. 


Giá trị x= —4 không thoả mãn điều kiện x > 3 nên bị loại. 


2 
b) Nếu x < 3 thì phượng trình (3) trở thành —x + 3 = 2x + 1. Từ đó x = E 


539“. 


Giá trị này thoả mãn điều kiện x < 3 nên là nghiệm. 


-_ Kết luận. Vậy nghiệm của phương trình là x = s: 


Cách 2. Bình phương hai vế của phương trình (3) ta đưa tới phương trình 
hệ quả 


(3) =>(Œœx-3) =(x+1)ˆ 
= x -6x+9=4x?+4x+l 
= 3x2 +10x—8=0. 


. ¬ ` 2 
Phương trình cuối có hai nghiệm là x = -4 và x = 3 
Thử lại ta thấy phương trình (3) chỉ có nghiệm là x = + 


: . › SE Tà 2 
Kết luận. Vậy nghiệm của phương trình là x = + 


2. Phương trình chứa ẩn dưới dấu căn 
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Để giải các phương trình chứa ẩn dưới dấu căn bậc hai, ta thường bình phương 
hai vế để đưa về một phương trình hệ quả không chứa ẩn dưới dấu căn. 


'Ví dụ 2. Giải phương trình 


N2x-3=x-2. (4) 


Giải. Điều kiện của phương trình (4) là x > 


2| C2 


Bình phương hai vế của phương trình (4) ta đưa tới phương trình hệ quả 
(4)=2x-3=x7°—4x+4 
—=x7Ö-6x+7=0. 


Phương trình cuối có hai nghiệm là x = 3+ ⁄2 và x=3-—/2. Cả hai 
giá trị này đều thoả mãn điều kiện của phương trình (4) , nhưng khi thay 
vào phương trình (4) thì giá trị x = 3— V2 bị loại (vế trái dương còn vế 
phải âm), còn giá trị x=3+ 42 là nghiệm (hai vế cùng bằng 42+ 1). 


Kết luận. Vậy nghiệm của phương trình (4) là x = 3+ 4/2. 


BÀI ĐỌC THÊM 


Ñ“ PHƯƠNG TRÌNH BẬC ø 


Sách giáo khoa bậc THCS và THPT đã trình bày 
công thức giải phương trình bậc nhất và phương 
trình bậc hai. Công thức giải phương trình bậc ba 
mang tên nhà Toán học l-ta-l-a Các-đa-nô, tuy 
nhiên Các-đa-nô chỉ là người lần đầu tiên công bố 
công thức đó trong cuốn sách "Nghệ thuật vĩ đại hay 
các quy tắc của Đại số học" xuất bản năm 1545. 
Tác giả của công thức đó là nhà Toán học I-ta-li-a 
tên là Tác-ta-gli-a (Nicolo Tartaglia, 1500 - 1557). 
Công thức Các-đa-nô cho các nghiệm của phương 
trình bậc ba +” + px + 4= 0 là 


PO: Pa S5 
TT TỔ 


Sau khi Tác-ta-gli-a tìm ra công thức này thì một 
học trò của Các-đa-nô là Phe-ra-ri (Ferrari, 1522 
- 1565) đã tìm ra công thức giải phương trình 
bậc bốn, công thức này cũng đã được công bố 
trong cuốn sách của Các-đa-nô nêu trên. 


Sau đó nhiều nhà toán học đã cố gắng để tìm 
công thức giải phương trình bậc năm, nhưng phải 
đến Thế kỉ XIX hai nhà toán học trẻ tuổi là A-ben 
người Na-uy và Ga-loa người Pháp mới chứng 
minh được rằng không thể giải được bằng căn 
thức phương trình đại số tổng quát bậc cao hơn 4. 
Trong quá trình tìm cách giải phương trình đại số 
tổng quát bậc 5 bằng căn thức, A-ben đã giải 
thích tại sao các phương trình bậc 2, 3, 4 có thể 
giải được bằng căn thức, còn Ga-loa tìm ra điều 
kiện cần và đủ để một phương trình có bậc đã 
cho (có thể lớn hơn 4) giải được bằng căn thức. 
Công lao to lớn của Ga-loa qua công trình này là 
đã đặt nền móng cho Đại số hiện đại nghiên cứu 
các cấu trúc đại số như nhóm, vành, trường,... 


Œ. CÁC-ĐA-NÔ 
(Gưrolamo Cardano, 
1501 — 1576) 


N.A-BEN 
(Niels Henrik Abel, 
1802 - 1829) 


E.GA-LOA 
(Evariste Galots, 
lồi! —- 1832) 
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Bỏi tập 
Giải các phương trình 


x2+3x+2  2x-5_ 2x+3 4 24 


: l b) =— +2; 
2x+3 4 x—3 x+3 xi-9 . 
©) X3x—5 =3; d) ⁄2x+5 =2. 


Giải và biện luận các phương trình sau theo tham số ?m 

a) m(x - 2)=3x+ l; 

b) mˆx +6 = 4x + 3m ; 

©) 2m + 1)x — 2m = 3x ~ 2. 

Có hai rổ quýt chứa số quýt bằng nhau. Nếu lấy 30 quả ở rổ thứ nhất đưa 
sang rổ thứ hai thì số quả ở rổ thứ hai bằng 3 của bình phương số quả còn 
lại ở rổ thứ nhất. Hỏi số quả quýt ở mỗi rổ lúc ban đầu là bao nhiêu ? 

Giải các phương trình 

a) 2x —7x?+5 =0; b) 3x2 +2x7T—1=0. 


Giải các phương trình sau bằng máy tính bỏ túi (làm tròn kết quả đến chữ 
số thập phân thứ ba) 


a) 2x2 =5x—4=0; b) -3x2 +4x+2=0. 
c)3x2+7x+4=0; d) 9x2 -6x—4 =0. 


Hướng dẫn cách giải câu a) : Nếu sử dụng máy tính CASIO ƒx—500 MS, tà 
ấn liên tiếp các phím 


IMoDE| |Mopr| [+ | [* | [2 | [2] {=] öl[5]|=ll©l[+|[=] 
màn hình hiện ra x¡ = 3.137458609. 

Ấn tiếp 

[ = | màn hình hiện ra x; = -0.637458608. 


Làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ ba ta được nghiệm gần đúng 
của phương trình là xị ~x 3,137 và xạ ~ -0,637. 


Giải các phương trình 
a) |3x — 2| = 2x +3; -b) |J2x— l[=|-5x~ 2| ; 


x=l _-3x+l, 
2x—3 lx+1 ` 
7. Giải các phương trình 


Aa) X5x+6=x_-6; b)⁄43-x=wx+2+l; 
c)ý2x?+5=x+2; đ)\4x2 +2x +10 =3x +1. 


8. Cho phương trình 3x7 — 20w + 1)x + 3m — 5 = 0. 


d)|2x + 5| = x7 + 5x +1. 


Xác định m để phương trình có một nghiệm gấp ba nghiệm kia. Tính các 
nghiệm trong trường hợp đó. 


PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
⁄ BẬC NHẤT NHIỀU ẨN 


I- ÔN TẬP VỀ PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ HAI PHƯƠNG TRÌNH 
BẬC NHẤT HAI ẤN 


1. Phương trình bậc nhất hai ẩn 


Phương trình bậc nhất hai ẩn x, y có dạng tổng quát là 
ax+by=c Œq) 


trong đó a, b, c là các hệ số, với điều kiện a và b không đồng 
thời bằng 0. 


# L 
Cặp (1 ; -2) có phải là một nghiệm của phương trình 3x - 2y = 7 không ? Phương 
trình đó còn có những nghiệm khác nữa không 2 


CHÚ Ý 


a) Khi a = b = 0 ta có phương trình 0x + 0y = c. Nếu e #0 
thì phương trình này vô nghiệm, còn nếu c = 0 thì mọi cặp số 
(xo ; yọ) đều là nghiệm. 
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b) Khi b #0, phương trình ax + by = c trở thành 
a lo 
__- và, 2 
y=-ư+ (2) 
Cặp số (xọ ; yọ) là một nghiệm của phương trình (1) khi và 


chỉ khi điểm #⁄(xạ : yọ) thuộc đường thẳng (2). 


Tổng quát, người ta chứng mình được rằng phương trình bậc 
nhất hai ẩn luôn luôn có vô số nghiệm. Biểu diễn hình học 
tập nghiệm của phương trình (1) là một đường thẳng trong 
mặt phẳng toạ độ Oxy. 


2 
Hãy biểu diễn hình học tập nghiệm của phương trình 3x - 2y = 6. 


2. Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 
Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn có dạng tổng quát là 


đ|x + Bịy = C| 
JM + „ =Ca @) 
trong đó x, y là hai ẩn ; các chữ còn lại là hệ số. 
Nếu cặp số (xọ ; yọ) đồng thời là nghiệm của cả hai phương 
trình của hệ thì (xọg; yọ) được gọi là một nghiệm của hệ 
phương trình (3). 
Giải hệ phương trình (3) là tìm tập nghiệm của nó. 


®o 


a) Có mấy cách giải hệ phương trình 


4x-3y=9 
2x+ y=5? 


b) Dùng phương pháp cộng đại số để giải hệ phương trình 


3x-6y=9 
-2x +4y = ~3. 


Có nhận xét gì về nghiệm của hệ phương trình này 2 
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II— 


HỆ BA PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT BA ẤN 


Phương trình bậc nhất ba ẩn có dạng tổng quát là 


ax + by + Cz = dđ, 
trong đó x, y, z là ba ẩn ; a, b, c, đ là các hệ số và a, b, c không đồng thời 
bằng 0. 
Hệ ba phương trình bác nhất ba ẩn có dạng tổng quát là 
ãx + bịy + q7 = đ 
ax + by + z7 = do (4) 
axX. + Dạy + Q2 = 
trong đó x, y, z là ba ẩn ; các chữ còn lại là các hệ số. 
Mỗi bộ ba số (xg ; Vọ : zọ) nghiệm đúng cả ba phương trình 
của hệ được gọi là một nghiệm của hệ phương trình (4). 


17 3 3 


_ Chẳng hạn, P ;— 1 ; 5 là nghiệm của hệ phương trình 


R 


5.ĐẠI 


2 


x+3v-2z =_—] 


3 
4y+3z= — 5 
y P @) 
2z= 3, 
` 75 [IGg, ¬ N 
còn |——; —; —~ | là nghiệm của hệ phương trình 
2-2 2 
x+2y+2z= 1 
y 2 
2x+3y+ 5z =~2 (6) 


—4x—7y+ z =~4. 
Hệ phương trình (Š) có dạng đặc biệt, gọi là hệ phương trình đạng fam giác. 


Việc giải hệ phương trình dạng này rất đơn giản. Từ phương trình cuối tính 
được z rồi thay vào phương trình thứ hai ta tính được y và cuối cùng thay z 
và y tính được vào phương trình đầu sẽ tính được x. 


4 
Hãy giải hệ phương trình (5). 


SỐ 10-A 65 
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Mọi hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn đều biến đổi được về dạng tam 
giác, bằng phương pháp khử dần ẩn sốt `), Chẳng hạn, sau đây là cách giải 
hệ phương trình (6). 


Giải. Nhân hai vế của phương trình thứ nhất của hệ (6) với -2 rồi cộng vào 
phương trình thứ hai theo từng vế tương ứng, nhân hai vế của phương trình 
thứ nhất với 4 rồi cộng vào phương trình thứ ba theo từng vế tương ứng, ta 
được hệ phương trình (đã khử x ở hai phương trình cuối) 


| 

+2y+2z = - 

x+2y+2z 2 
— y+ zZ =_—3 

y+9z = -2. 


Tiếp tục cộng các vế tương ứng của phương trình thứ hai và phương trình 
thứ ba của hệ mới nhận được, ta được hệ phương trình tương đương dạng 
tam giác 


1 

+2y +2z = - 

x+2y Z 5 
— y†+ Z7 =-3 _ 

102 =—5.. 

Ta dễ dàng giải ra được 

;==1,y= y7 

27272 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là 


¬ c3 J 
Giy:2=[ 22 3} 


(*) Phương pháp này do nhà toán học Đức Gau-xơ (Gauss, 1777 — 1855) tìm ra, nên cũng 
còn gọi là phương pháp Gau-xơ. 


5.ĐẠI SỐ 10-8 


BÀI ĐỌC THÊM 


Trong kho tàng văn hoá dân gian Việt Nam 
có bài toán "“Trăm trâu trăm cỏ" sau đây 

Trăm trâu trăm cỏ, 

Trâu đứng ăn năm, 

Trâu nằm ăn ba, 

Lụ khụ trâu già, 

Ba con một bó. 
Hỏi có bao nhiêu trâu đứng, bao nhiêu 
trâu nằm, bao nhiêu trâu già ? 
Giải. Gọi số trâu đứng là x, số trâu nằm 
là y, số trâu già là z (x, y, z là những số 
nguyên dương nhỏ hơn 100). Ta có hệ 
phương trình 


x+ y+ z=100 


5+3 tệ? = 100. 


Đây là hệ hai phương trình bậc nhất ba ẩn, nếu không tính đến điều kiện 
của ẩn thì hệ phương trình này có vô số nghiệm (nếu khử z ta được một phương 
trình bậc nhất của hai ẩn 7+ + 4y = 100). 

Tuy nhiên, vì x, y, z phải là những số nguyên dương nhỏ hơn 100, nên chỉ có một số 
hữu hạn nghiệm, cụ thể ở đây có ba nghiệm 


x xạ =8 Xa =12 
y, = l8 yạ =1] = 
z¡ = 78; | =81: zạ = 84, 


Bài toán dân gian ở trên thuộc loại phương trình Đi-ô-phăng (mang tên nhà toán 
học cổ Hi Lạp là Diophante). 
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1. 


2. 
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Bỏi tập 
Cho hệ phương trình 
7x— 5y=9 
lM —10y =10.. 
Tại sao không cần giải ta cũng kết luận được hệ phương trình này vô nghiệm ? 
Giải các hệ phương trình 


2x_-3y =I 3x+4y=5 
a b) 4. . 
x+2y =3; 4x_—-2y =2. 
2 l1 2 
3213 ay {03x =0/2y =0,5 
C 
| 3 | 0,5x+0,4y = 1,2. 
—X—-—y—>~., 
3 4 2 


Hai bạn Vân và Lan đến cửa hàng mua trái cây. Bạn Vân mua 10 quả quýt, 7 
quả cam với giá tiền là 17 800 đồng. Bạn Lan mua 12 quả quýt, 6 quả cam 
hết 18 000 đồng. Hỏi giá tiền mỗi quả quýt và mỗi quả cam là bao nhiêu 2 
Có hai dây chuyền may áo sơ mi. Ngày thứ nhất cả hai dây chuyền mày được 
930 áo. Ngày thứ hai do dây chuyền thứ nhất tăng năng suất 18%, dây chuyền 
thứ hai tăng năng suất 15% nên cả hai dây chuyển may được 1083 áo. Hỏi 
trong ngày thứ nhất mỗi dây chuyền may được bao nhiêu áo sơ mi ? 

Giải các hệ phương trình | 


x+3y+2z=8 x—3y+ 2z =-—7 


a) 42x+2y+ z =6 b) —2x+4y+3z =8 
3x+ y+ z=6; 3x+ y— zZ=5, 


Một cửa hàng bán áo sơ mi, quần âu nam và váy nữ. Ngày thứ nhất bán 
được 12 áo, 21 quần và 18 váy, doanh thu là 5 349 000 đồng. Ngày thứ hai 
bán được 16 áo, 24 quần và 12 váy, doanh thu là 5 600.000 đồng. Ngày thứ 
ba bán được 24 áo, 15 quần và 12 váy, doanh thu là 5 259 000 đồng. Hỏi 
giá bán mỗi áo, mỗi quần và mỗi váy là bao nhiêu ? . 
Giải các hệ phương trình sau bằng máy tính bỏ túi (ầm tròn kết quả đến 
chữ số thập phân thứ hai) 


3x-5y=Ó6 -2x+3y=5 
a) b) 
4x+7y=-8; 5x+2y=4. 


2x—-3y+4z =—5 — x+2y-3z= 2 
€) =4x+5y- z=Ó6 d)+ 2x+ y+2z=-3 
3x+4y-3z =7; -2x—-3y+ Z=5. 


Hướng dẫn cách giải câu 4) 

Nếu sử dụng máy tính CASIO ƒv~500 MS ta ấn liên tiếp dãy các phím 
IMopEl [Mop| [¡] |2] [5] [=| [O] [5] [=] [s] [=] L+] [=] 
I=| |©l|s] [=] 

thấy hiện ra trên màn hình x = 0.048780487. 

Ấn tiếp phím | = | ta thấy màn hình hiện ra y = —1.170731707. 


Làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ hai ta được nghiệm gần đúng của 
hệ phương trình là 
xx0,05 

R + —]1,]7. 
Hướng dẫn cách giải câu c) 
Nếu sử dụng máy tính CASIO ƒx-500 MS ta ấn liên tiếp dãy các phím 
IMoPE| [MoPe| [+ | [ | [2] [=] |O| [2] [=] [z][=] öl[š [=j 
l©] [+] [=[:Ï [=] Ol LH] [=] [s] [=] [:] I=] L+j [=] loi 
8][=] 1=] 


thấy hiện ra trên màn hình x = 0.217821782. 
Ấn tiếp phím | = | ta thấy màn hình hiện ra y = 1.297029703. 


Ấn tiếp phím | = | trên màn hình hiện ra z = ~0.386138613. 


Vậy nghiệm gần đúng của hệ phương trình là (làm tròn kết quả đến chữ số 
thập phân thứ hai) 

xx~0,22 

yx~1,30 

z  -0,39. 
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ÔN TẬP CHƯƠNG III 


Khi nào hai phương trình được gọi là tương đương ? Cho ví dụ. 
Thế nào là phương trình hệ quả ? Cho ví dụ. 
Giải các phương trình 


a) ÝNx-5+x=wxr-5+6; b) Jl—x+x=xvx-l+2; 


2 
x 8 2 

C) ———— =_—=— ; d)3+42-x =4xˆ -x+vx-3. 
Xx-2_ wvx-2 

Giải các phương trình 

3x+4 1 4 


a = +3; 
) x-2 x+2  x ` -4 


3x -2x+3  3x—5 
b) ————— = 
2x-] 2 


€) \x?-4 =x_—]. 


Giải các hệ phương trình : 


-2x+5y=9 b 3x+4y=12 
a 

4x+2y=Ïll; 5x-2y= 7; 

2x-3y=5 35x+3y= 15 
c) d 

3x+2y=8; 4x- 5y =6. 


Hai công nhân được giao việc sơn một bức tường. Sau khi người thứ nhất 


làm được 7 giờ và người thứ hai làm được 4 giờ thì họ sơn được : bức 


tường. Sau đó họ cùng làm việc với nhau trong 4 giờ nữa thì chỉ còn lại —— 
bức tường chưa sơn. Hỏi nếu mỗi người làm riêng thì sau bao nhiêu giờ mỗi 
người mới sơn xong bức tường ? 
Giải các hệ phương trình 


2x-3y+ z=_—7 .#+4y-2z= | 
Aa) $—4x+5y+3z= 6 _ b)4-2x+3y+ z=-6 
x+2y-2z= 5; 3x+8y— z= 12. 


8. Ba phân số đều có tử số là I và tổng của ba phân số đó bằng I. Hiệu của 
phân số thứ nhất và phân số thứ hai bằng phân số thứ ba, còn tổng của 
phân số thứ nhất và phân số thứ hai bằng 5 lần phân số thứ ba. Tìm các 
phân số đó. 

9. Một phân xưởng được giao sản xuất 360 sản phẩm trong một số ngày nhất 
định. Vì phân xưởng tăng năng suất, mỗi ngày làm thêm được 9 sản phẩm 
so với định mức, nên trước khi hết hạn một ngày thì phân xưởng đã làm 
vượt số sản phẩm được giao là 5%. Hỏi nếu vẫn tiếp tục làm việc với năng 
suất đó thì khi đến hạn phân xưởng làm được tất cả bao nhiêu sản phẩm ? 


10. Giải các phương trình sau bằng máy tính bỏ túi 
a) 5x” —3x—7 =0; b) 3x2 +4x+l=0; 
©) 02x” +1/2x—1=0; đ) 2x2 + 5x + v8 =0. 
11. Giải các phương trình 
a) |4x—9|=3—2x; - : b) [2x + I| = lx + 3Ï. 
12. Tìm hai cạnh của một mảnh vườn hình chữ nhật trong hai trường hợp 
a) Chu vi là 94,4 m và diện tích là 494,55 m'. 
b) Hiệu của hai cạnh là 12,1 m và diện tích là 1089 m”. 


13. Hai người quét sân. Cả hai người cùng quét sân hết ! giờ 20 phút, trong khi 
nếu chỉ quét một mình thì người thứ nhất quét hết nhiều hơn 2 giờ so với 
người thứ hai. Hỏi mỗi người quét sân một mình thì hết mấy giờ ? 


Bòi tập trắc nghiệm 


Chọn phương án đúng trong các bài tập san 


] X4-3x 


14. Điều kiện của phương trình x + 2 - =————— là 
: phương Íc_ 2 vài 
4 
(A)x>~2 vàx#~]; (B)x> =2 và x<. 
` 4 ` 
(CJx>-2,x#—l Và XS) (D) x # —2 và x # —]. 
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15. Tập nghiệm của phương trình ( 


(A) 1ˆ] : 
Hi 
(Œ)R; 


16. Nghiệm của hệ phương trình 


17. Nghiệm của hệ phương trình 


là 


(A) 10;7;9); 
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mĩ + 2)x + 2m 


= 2 trong trường hợp zø # 0 là 


X 
(B) Ø. 
(D) R €0}. 
3x-5y=2 
4x+2y=7 
17-5 
B)|——: |: 
®[Tl 3g, 
1 17 
D)|-—; —'!. 
®.(Tš: 5) 
_34x-2y- Z=7 


—4x +3y— 2z = l5 
—x-2y+3z=-5 


_-- 
2 


3 
œ) Ẹ } 


(D) (5; -7; 8). 


HBỐT ĐÖIB THỨC. BT PHƯƠNG TRÌNH 


| ĐẤT Đñ]B THỨ 
Chương 


HT PHƯƠIID TRHÌIH 


Hai nội dung cơ bản của chương là bất đẳng thức và 

bất phương trình. Các vấn đề này đã được học từ những 
lớp dưới. 

Chương này sẽ củng cố và hoàn thiện các kĩ năng chứng 
minh bất đẳng thức và giải bất phương trình. Ngoài các 
phép biến đổi tương đương, học sinh còn được học cách 
xét dấu nhị thức bậc nhất và tam thức bậc hai làm cơ sở 
cho việc giải các bất phương trình và hệ bất phương trình. 


BẤT ĐĂNG THỨC 


ˆI~ ÔN TẬP BẤT ĐĂNG THỨC 


1. Khái niệm bất đẳng thức 


L 
JÓ các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ' 
a) 3,25 <4; 


b) -5> SÀ 
4 
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Ầ 


Chọn dấu thích hợp (=, <, >) để khi điển vào ô vuông ta được một mệnh đề đúng. 


6) es/2-e 3.7 
2 


a) 2/2 I 3; 

4 2 
b) — - 
= LÌ 3 
e3+2/2| |d+v2) ; 
d) a^®+1| | 0 với z là một số đã cho. 

| Các mệnh đề dạng ”a < b" hoặc "a > b“ được gọi là bất 
đẳng thức. 

Bất đẳng thức hệ quả và bất đẳng thức tương đương 


Nếu mệnh đề "a < b =c < đ" đúng thì ta nói bất đẳng thức 
c < đ là bất đẳng thức hệ quả của bất đẳng thức a < b và 
cũng viết là a< b > c< đ. 


Chẳng hạn, ta đã biết 
a<bvàb<c >a<c (tính chất bắc cầu). 


a<b,c tuỳ ý >a+c< b+c (tính chất cộng hai vế bất đẳng thức với. 
một số). 


R 


R 


Nếu bất đẳng thức a < b là hệ quả của bất đẳng thức c < d và 
ngược lại thì ta nói hai bất đẳng thức tương đương với nhau 
và viết là a< b © c< d. 


3 
Chứng minh rằng a < b © a— b< 0. 


Tính chất của bất đẳng thức 


Như vậy để chứng minh bất đẳng thức z < ð ta chỉ cần chứng minh a - b < 0. 
Tổng quát hơn, khi so sánh hai số, hai biểu thức hoặc chứng minh một bất 
đẳng thức, ta có thể sử dụng các tính chất của bất đẳng thức được tóm tắt 
trong bảng sau 


Tính chất 


Tên goi 
Điều kiện Nội dung 


Cộng hai vế của bất đẳng 


a<b€ề>a+c<b+ec 1¬ 
thức với một số 


c>0 a<b©®ac<bc Nhân hai vế của bất đẳng 


thức với một số 


c<0 a<b€©ac>bc 


Cộng hai bất đẳng thức 
cùng chiều 


Nhân hai bất đẳng thức 


a<bVvàc<d>a+c<b+ad 


a>0,c>0 a<bvàc<d>—ac<bd ` cà 
cùng chiêu 
* 2n+] 2n+l 
< . Z 2 ^Z 3 
neÑ a<b© a “ Nâng hai vế của bất đăng 
” và thức lên một luỹ thừa 
nceằÑ và a<bœ a?" «< p^n : ỳ 
a>0 
a>0 a<b© ⁄a < vb 


Khai căn hai vế của một bất 
đẳng thức 
a<bœ© Äa <Äb ề 


4 
Nêu ví dụ áp dụng một trong các tính chất trên. 
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CHÚ Ý 

Ta còn gặp các mệnh đề dạng a < b hoặc z > b. Các mệnh để 
dạng này cũng được gọi là bất đẳng thức. Để phân biệt, ta gọi 
chúng là các bất đẳng thức không ngặt và gọi các bất đẳng thức 
dạng ø < b hoặc a > b là các bái đẳng thức ngặt. Các tính chất 
nêu trong bảng trên cũng đúng cho bất đẳng thức không ngặt. 


II - BẤT ĐẲNG THỨC GIỮA TRUNG BÌNH CỘNG VÀ 
TRUNG BÌNH NHÂN (BẤT ĐĂNG THỨC CÔ-SI) 
4. Bất đẳng thức Cô-sif) 


ĐỊNH LÍ 


Trung bình nhân của hai số không âm nhỏ hơn hoặc bằng 
trung bình cộng của chúng. 


Vap < “C”, Va,.b>0. () 


Đẳng thức Xạp =° 5 Ẻ xảy ra khi và chỉ khi a = b. 


Chứng mình 


Tacó - Vab—“T“=-z(a+b=2ýáb)==.((a = VĐ)) <0. 
Vậy \ab<#~ 


' Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (v2 — vb}“ = 0, tức là khi và chỉ khi a= b. 


2. Các hệ quả 


HỆ QUÁ 1 


Tổng của một số đương với nghịch đảo của nó lớn hơn hoặc 
bằng 2. 


a+1>2, Va >0. 


a 


(*) Augustin Louis — Cauchy, 1789 ~ 1857. 
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HỆ QUÁ 2 


Nếu x, y cùng dương và có tổng không đổi thì tích xy lớn 
nhất khi và chỉ khi x = y. 


Chứng mỉnh. Đặt S = x + y. Ấp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có 
2 


x+y §& “ 3 
v'xy < =—, do đó xy < —. 
đ52 2 TẦ"a 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y = s: 


2 
Vậy tích xy đạt giá trị lớn nhất băng nn khi và chỉ khi x = y= 2 
-Ý NGHĨA HÌNH HỌC 


Trong tất cả các hình chữ nhật có cùng chu vì, hình vuông có 
diện tích lớn nhất (h.26). 


Hình 26 


Nếu x, y cùng dương và có tích không đổi thì tổng x + y nhỏ 
nhất khi và chỉ khi x = y. 


Ý NGHĨA HÌNH HỌC 


Trong tất cả các hình chữ nhật có cùng điện tích, hình vuông có 
chu vỉ nhỏ nhất (h.27). 
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A B 
lcm? 
E F 
D lôi H G 
Hình 27 
Ñ 
Hãy chứng minh hệ quả 3. 


II - BẤT ĐẰNG THỨC CHỨA DẤU GIÁ TRỊ TUYỆT ĐỐI 


Mi 


Nhắc lại định nghĩa giá trị tuyệt đối và tính giá trị tuyệt đối của các số sau 


a)0; b) 1,25; c) _ d) —n. 


Từ định nghĩa giá trị tuyệt đối, ta có các tính chất cho trong bảng sau 


Điều kiện Nội dung 
|xÌ> 0,lx| >*, lxÌ > —x 
lÌ<a -a<x<a 

a>0 


lxÌ> a ©x< ~a hoặc x > a 


la| - Ìb| < la + b| < la| + lð| 


Ví dụ. Cho x e [~2 ; 0]. Chứng minh rằng |x + l| < 1. 
Giải 
xel[-2;0]=-2<x<0 
=-2+l<x+1<0+I 
=-l<x+l<l 
= lx+l| <1. 


78 


Bỏi tập 


1. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng với mọi giá trị của x ? 


A) 8x >4x; vác b) 4x > 8x; 
©) 8x7 > 4x7; d)8+x>4+x. 
2... Cho số x > 5, số nào trong các số sau đây là số nhỏ nhất ? 
Š 
A=—; B= Clui 2 C3 si BĐS”: 
X # # 5 


3. Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. 
a) Chứng minh (b — c}Ÿ < 47; 
b) Từ đó suy ra ø D7 1.2 (ab + bc + ca). 
4. Chứng minh rằng 
ấy” > xˆy+ xy?,Vx>0,Vy>0. 
5. Chứng minh rằng 


se t®šxi: ra Vx>0. 


Hướng dẫn. Đặt x|x = r, xét hai trường hợp 0 < x< 1;x> 1. 

6. Trong mặt phẳng toạ độ Óxy, trên các tia Óx và Óy lần lượt lấy các điểm A 
và thay đổi sao cho đường thẳng AB luôn tiếp xúc với đường tròn tâm Ø 
bán kính 1. Xác định toạ độ của A và 8 để đoạn A8 có độ dài nhỏ nhất. 


CHỈ DẪN LỊCH SỬ 


Cô-si là nhà toán học Pháp. Ông nghiên cứu nhiều lĩnh vực 
Toán học khác nhau, công bố hơn 800 công trình về Số học, 
Lí thuyết số, Đại số, Giải tích toán học, Phương trình vi phân, 
Cơ học lí thuyết, Cơ học thiên thể, Vật lí toán. 

Các công trình của Cô-si cho thấy rõ nhược điểm của việc 
dựa vào trực giác hình học để suy ra các kết quả tế nhị của 
Giải tích. Ông định nghĩa một cách chính xác các khái niệm 


A. CÔ-SI giới hạn và liên tục của hàm số. Ông xây dựng một cách chặt 
(Augustin Louis Cauchy. chẽ Lí thuyết hội tụ của chuỗi, đưa ra khái niệm bán kính hội tụ. 
1789 - 1857) 


BS) 


Ông định nghĩa tích phân là giới hạn của các tổng tích phân 
và chứng minh sự tồn tại tích phân của các hàm số liên tục. 
Ông phát triển cơ sở của Lí thuyết hàm số biến số phức. Về 
Hình học, về Đại số, về Lí thuyết số, về Cơ học, về Quang 
học, về Thiên văn học, Cô-si đều có những cống hiến lớn lao. 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ 
2 HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH MỘT ẤN 
“ố | | 


I- KHÁI NIỆM BẤT PHƯƠNG TRÌNH MỘT ẨN 


1. Bất phương trình một ẩn 


1 
® Cho một ví dụ về bất phương trình một ẩn, chỉ rõ vế trái và vế phải của bất phương 
trình này. 
Bất phương trình ẩn x là mệnh đề chứa biến có dạng 
ƒœ)<sŒœ)  ỨU) <SøŒ)) () 

trong đó f(x) và g(x) là những biểu thức của x. 
Ta gọi Ñ) và g0 lần lượt là vế trái và vế phải của bất phương 
trình (1). Số thực xạ sao cho ƒ(xạ) < g(xạ) (ƒGạ) Š gŒạ)) là 
mệnh đề đúng được gọi là một nghiệm của bất phương trình (l). 
Giải bất phương trình là tìm tập nghiệm của nó, khi tập 
nghiệm rỗng thì ta nói bất phương trình vô nghiệm. 
CHÚ Ý 
Bất phương trình (1) cũng có thể viết lại dưới dạng sau 


øgœ)>ƒŒ)_ (øŒœ >/G)). 
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2 
Xu bất phương trình 2x < 3. 


a) Trong các số —2 ; 22: x ; v10 số nào là nghiệm, số nào không là nghiệm của bất 
phương trình trên 2 . 
b) Giải bất phương trình đó và biểu diễn tập nghiệm của nó trên trục số. 


2. Điều kiện của một bất phương trình 


Tương tự đối với phương trình, ta gọi các điều kiện của ẩn số 
x đểƒf(x) và s(3) có nghĩa là điều kiện xác định (hay gọi tắt là 
điều kiện) của bất JHH Ung trình q). 


Chẳng l hạn điều kiện của bất phương trình 


l1 # AE sz" 


là3-x>0OÖvàx+1>0. - 


3. Bất phương trình chứa tham số 
Trong một bất phương trình, ngoài các chữ đóng vai trò ẩn số còn có thể có 
các chữ khác được xem như những hằng số và được gọi là £ham số. Giải và 
biện luận bất phương trình chứa tham số là xét xem với các giá trị nào của 
tham số bất phương trình vô nghiệm, bất phương trình có nghiệm và tìm 
các nghiệm đó. Chẳng hạn 
(2m —1)x +3 <0 
2 
# —=mxz+l1>0 
có thể được coi là những bất phương trình ẩn x tham số ứ.. 


II - HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH MỘT ẨN 
Hệ bất phương trình ẩn x gốm một số bất phương trình ẩn x 
mà ta phải tìm các nghiệm chung của chúng. 
Mỗi giá trị của x đồng thời là nghiệm của tất cả các bất 
phương trình của hệ được gọi là một nghiệm của hệ bất 
phương trình đã cho. 


Giải hệ bất phương trình là tìm tập Wghiô của nó. 
Để giải một hệ bất phương trình ta giải từng bất phương trình 
rồi lấy giao của các tập nghiệm. 


6.ĐẠI SỐ 10-A . 8i 


Ví dụ I. Giải hệ bất phương trình 
3—x>0 
L +1I>0. 
Giải. Giải từng bất phương trình ta có 
3—x>0©3>xzx 
x+l>0<Ầ>x>¬]. 
Biểu diễn trên trục số các tập nghiệm của các bất phương trình này ta được 
3 


Tập nghiệm của 3 — x > 0 —————— + “z2... 


x 


Tập nghiệm của x +1 >0 - z4 > 


-] *., 


Giao của hai tập hợp trên là đoạn [—1 ; 3]. 


Vậy tập nghiệm của hệ là [—1 ; 3] hay còn có thể viết là —1 < x < 3. 


III - MỘT SỐ PHÉP BIẾN ĐỔI BẤT PHƯƠNG TRÌNH 


1. Bất phương trình tương đương 


3 
R Hai bất phương trình trong ví dụ 1 có tương đương hay không 2 Vì sao ? 


Ta đã biết hai bất phương trình có cùng tập nghiệm (có thể 
rỗng) là hai bất phương trình tương đương và dùng kí hiệu 
"©" để chỉ sự tương đương của hai bất phương trình đó. 
Tương tự, khi hai hệ bất phương trình có cùng một tập nghiệm ta 
cũng nói chúng tương đương với nhau và dùng kí hiệu "©>" để 
Chỉ sự tương đương đó. 


2. Phép biến đổi tương đương 


Để giải một bất phương trình (hệ bất phương trình) ta liên tiếp 
biến đổi nó thành những bất phương trình (hệ bất phương trình) ˆ 
tương đương cho đến khi được bất phương trình (hệ bất phương 
trình) đơn giản nhất mà ta có thể viết ngay tập nghiệm. Các phép 
biến đổi như vậy được gọi là các phép biến đổi tương đương. 


82 6.ĐẠI SỐ 10-B 


Chẳng hạn khi giải hệ bất phương trình trong ví dụ 1 ta có thể viết 


3-x>0 3>x 
>© ©-l<x<3. 
x+l>0 x>—Ì 


Dưới đây ta sẽ lần lượt xét một số phép biến đổi thường sử dụng khi giải 
bất phương trình. 


Cộng (trừ) 


Cộng (trừ) hai vế của bất phương trình với cùng một biểu thức 
mà không làm thay đổi điều kiện của bất phương trình ta được 
một bất phương trình tương đương. 


P(@) < @(x) © P@) + ƒœ) < Q@) + f+) 


Ví dụ 2. Giải bất phương trình 
œx+2)2x—1)=2<x +(x—~1)œw+3). 
Phán tích bài toán : 
Khai triển và rút gọn từng vế ta được bất phương trình 
2x2+3x—4< 2x + 2x 3. 
Chuyển vế và đổi dấu các hạng tử của vế phải bất phương trình này (thực 
chất là cộng hai vế của bất phương trình với biểu thức -(2x7 + 2x -— 3) ta 
được một bất phương trình đã biết cách giải. 
Giải 
(x+2)(2x- 1)—2< x”+(x—1)(x+3) 

©242+4x-x-2-2<x +x T-x+3x—3 

©2x2+3x—4<2x2+2x— 3 

©2x2+3x—4-— (2x7 +2x— 3) <0 

©x-l<0 

Ẳ©x<Ìl. 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là (—œ ; 1]. 


Nhận xét. Nếu cộng hai vế của bất phương trình P(x) < Ø@) + ƒ@œ) với biểu 
thức -ƒ(x) ta được bất phương trình P(+) - f{x) < Q(Œ). Do đó 


PŒ) < QŒ) + Ñx) © P@) - ffx) < Q09. 
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4. 


5. 
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Như vậy chuyển vế và đổi đấu một hạng tử trong một bất phương trình ta 
được một bất phương trình tương đương. 


Nhân (chia) 

Nhân (chia) hai vế của bất phương trình với cùng một biểu 
thức luôn nhận giá trị dưỡng (mà không làm thay đổi điêu 
kiện của bất phương trình) ta được một bất phương trình 
tương đương. Nhân (chia) hai vế của bất phương trình với 
cùng một biểu thức luôn nhận giá trị âm (mà không làm thay 
đổi điều kiện của bất phương trình) và đổi chiều bất phương 
trình ta được một bất phương trình tương đương. 


P(@) < Q06) © P@)/@) < Oœ)/#@) nếu ƒ@) >0, Vx 


P@) < Q+) © P@)ƒG) > Oœ)ƒ2) nếu ƒ@) <0, VàÍ 


Ví dụ 3. Giải bất phương trình 


x2 +x +1 x°+x 


x°+2 cx +] 
Phân tích bài toán. Mẫu thức của hai vế bất phương trình là những biểu thức 
luôn dương. Nhân hai vế của bất phương trình với hai biểu thức luôn dương 
đó, ta được một bất phương trình tương đương. 
Giải 
x°+x+l > x+x 
x°+2 x?+] 
2 2 2 2 
©(Œ +x+l)% +l)>Œ@ +x)Œœ +2) 


4 3 ` 4 3 2¬ 
©x +x +2x+x+l>x +xX +2X +2x 


©œx'+xÌ+2xÖ+x+1-x`-=x `—2x—2x>0 
©—-x+l>0<Ằx<l. 
Vậy nghiệm của bất phương trình là x < 1. 


Bình phương 


Bình phương hai vế của một bất phương trình có hai vế không 
âm mà không làm thay đổi điêu kiện của nó ta được: một bất 
phương trình tương đương. 


P(@) < Q&) © P?@) < @”0) nếu P() >0, Ø@) > 0, Vx 


Ví dụ 4. Giải bất phương trình 


\x2+2x+2>Vx?-2x+3. 


Giải. Hai vế bất phương trình đều có nghĩa và dương với mọi x. Bình 
phương hai vế bất phương trình này ta được 


(J2 +2x+ 2} > (J2 —2x+ 3} 


© x2+2x+2>x2-2x+3 
<©4x> ] 


1 
©x>—. 
4 


Vậy nghiệm của bất phương trình là x > n 


Chú ý 
Trong quá trình biến đổi một bất phương trình thành bất phương trình 
tương đương cần chú ý những điều sau ⁄ 


l) Khi biến đổi các biểu thức ở hai vế của một bất phương 
trình thì điều kiện của bất phương trình có thể bị thay đổi. Vì 
vậy, để tìm nghiệm của một bất phương trình ta phải tìm các 
giá trị của x thoả mãn điều kiện của bất phương trình đó và là 
nghiệm của bất phương trình mới. 


Ví dụ 5. Giải bất phương trình 


3x+243-x ¡ x.4-343-x, 


4 4 6 
Giải. Điều kiện 3 - x > 0. 
Ta có 
3x†+2v3-x ¡ x 4-3ý3-z 
4 4 - 6 
3x, V3-x _ x_2.,A3-# 
4 2 4 3 2 
sXz m.... “, 
4 2 4 3 2 
=x-1»0, 
3 
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Kết hợp với điều kiện của bất phương trình, ta có nghiệm của bất phương 
trình là nghiệm của hệ . 


x-1»g 
3 
34-x>0. 


: ¬ 
Hệ bất phương trình này có nghiệm là 3 <x<3. 
: : ¬= › : „ 
Kết luận. Nghiệm của bất phương trình đã cho là 3 <x<3. 


2) Khi nhân (chia) hai vế của bất phương trình P(x) < QŒ) 
với biểu thức ƒ(x) ta cần lưu ý đến điều kiện về dấu của ƒ©). 
Nếu ƒ(x) nhận cả giá trị dương lẫn giá trị âm thì ta phải lần 
lượt xét từng trường hợp. Mỗi trường hợp dẫn đến một hệ bất 
phương trình. 


Ta minh hoạ điều này qua ví dụ sau. 


Ví dụ ó. Giải bất phương trình : >1. 
x — 

Giai. Điều kiện x # l. 

a) Khi x— l < 0 (tức là x< 1) ta có <0. Do đó trong trường hợp này -: 
x — 


mọi x < 1 đều không là nghiệm của bất phương trình hay bất phương trình 
vô nghiệm. 

b) Khi x — 1 >0 (tức là x > 1), nhân hai vế của bất phương trình đã cho với 
x— ] ta được bất phương trình tương đương 1 > x - 1. Như vậy trong 
trường hợp này nghiệm của bất phương trình đã cho là nghiệm của hệ 


l>x_-—l 
x>]. 


Giải hệ này ta được nghiệm là ] < x < 2. 
Kết luận. Nghiệm của bất phương trình đã cho là 1 < x < 2. 
3) Khi giải bất phương trình P(x) < Q() mà phải bình phương 
hai vế thì ta lần lượt xét hai trường hợp : 
4) P(x), QŒ@) cùng có giá trị không âm, ta bình phương hai vế 
bất phương trình. 
b) P(), Q() cùng có giá trị âm ta viết 
P(ø) < Qz) © -Q) < -P(x) 
rồi bình phương hai vế bất phương trình mới. 


1 
Ví đụ 7. Giải bất phương trình 
[; 17 Ï 
x“+—>x*+_. 
4 2 
Giải. Hai vế của bất phương trình có nghĩa với mọi +. 


a) Khi x + 3 < 0 (tức là x< 5) vế phải của bất phương trình âm, vế trái 


dương nên trong trường hợp này mọi x< ¬ đều là nghiệm của bất 
phương trình. | 

b) Khi x + ` >Ô (tức là x> =3). hai vế của bất phương trình đã cho đều 
không âm nên bình phương hai vế của nó ta được bất phương trình tương 


2 17 2 


| z 
đương x“ + ậ >x“+x+ T Như vậy, nghiệm của bất phương trình đã 


cho trong trường hợp này là nghiệm của hệ 


x>-} 
2 
Nhan 


Giải hệ này ta được nghiệm là = <x<4, 
Tổng hợp lại, nghiệm của bất phương trình đã cho bao gồm 
x<- và -L<x«<4, 
2 2 


Kết luận. Nghiệm của bất phương trình đã cho là x < 4. 


Bỏi tập 
Tìm các giá trị x thoả mãn điều kiện của mỗi bất phương trình sau 
4) L<1— : ; b) = s—=“—: 
* x+l x T4 x-4x+3 
c) 2|lx|—1+ Äx—1< + : đ) 2/1- x >3x+ : 


x+]l _ x+4 
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Chứng minh các bất phương trình sau vô nghiệm: 


a) x2+4x+8<-3: 
b) V1+ 2(x 3)“ +5— 4x+ x7 <ối 


c)|lI+x”—=V7+x7 >1. 


Giải thích vì sao các cặp bất phương trình sau tương đương ? 
a)-4x+ I>0và 4x—- 1<0; 


b)2x7+5<2x-— I và 2x —2x+6<0; 


] 
P > 


©€)x+l>0OÖvàx+l+ 5 ; 
. xXế“+]l, x +] 


đ) Jx—1 >xvà (2x+1)Äx—1>x(x+]). 


.. Giải các bất phương trình sau 


3x+l  x_—2 1—2x 
————.< h 


â D 
) 2 3 4 


b) (2x - l)(x+3)—3x+1<(Œx—1)(œx+3)+ x” - 5. 
Giải các hệ bất phương trình 
5 
6x+ 7 <4x+7 


8x+3 


<2x+5; 


l5x-2>2x tạ 


b) 
3x_—14 


2(x — 4) < 


I— 


_. DẤU CỦA NHỊ THỨC BẬC NHẤT 


ĐỊNH LÍ VỀ DẤU CỦA NHỊ THỨC BẬC NHẤT 


1. Nhị thức bậc nhất 


Ầ 


trong đó a, b là hai số đã cho, a # 0. 


1 
a) Giải bất phương trình -2x + 3 > 0 và biểu diễn trên trục số tập nghiệm của nó. 


Nhị thức bậc nhất đối với x là biểu thức dạng ƒ(x) = ax + b 


b) Từ đó hãy chỉ ra các khoảng mà nếu x lấy giá trị trong đó thì nhị thức #x) = -2x + 3 


có giá trị 
Trái dấu với hệ số của x ; 
Cùng dấu với hệ số của x. 


2. Dấu của nhị thức bậc nhất 


/ 
ĐỊNH LÍ 
Nhị thức ƒQ) = ax +b có giá trị cùng dấu với hệ số a khi x 


lấy các giá trị trong khoảng| ~”: +œ |, trái dấu với hệ số a 
ö 


m ÿ 
khi x lây các giá trị trong khoảng (—= — 2) 
: a 


b 
Chứng mình. Ta có ƒ(x) = ax + b= da + 2) 
4 


Với x> — - 0 »£7 3:0 Triển) = da + °J cùng dấu với hệ số a. 
a a a 


b... b II 7. .ẽ ..ố 
Với x< — — thì x+— <0nênƒŒ)= 4x+Š) trái đấu với hệ số a. 
a a a 
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Các kết quả trên được thể hiện qua bảng sau 


b 
* —œ —— +œ 
4 
fA)=ax+b trái dấu với a 0 cùng dấu với z 


Ta gọi bảng này là bảng xét dấu nhị thức ƒ(x) = ax + b. 
`. bị yŠ b 
Khi x= _. nhị thức ƒ(x) = ax + b có giá trị bằng 0Ö, ta nói số xo = —— là 
4 a 
nghiệm của nhị thức ƒ(>). 


Nghiệm xọ = — bó của nhị thức chia trục số thành hai khoảng (h.28). 
a 


#{4) cùng dấu với a 


#{x) trái đấu với a 


Hình 28 
Minh hoạ bằng đồ thị 


a>0 a<0 


3. Áp dụng 


2 
Ty, dấu các nhị thức  ƒ2)=3x+2,  g(Œœ)=-2x+5. 


Ví dụ I. Xét dấu nhị thức (x) = mx — 1 với m là một tham số đã cho. 


Giải. Nếu m = 0 thì ƒf(z) = —1 < 0, với mọi x. 
Nếu mm z 0 thì #x) là một nhị thức bậc nhất có nghiệm *o =—. 
m 


90 


Ta có bảng xét dấu nhị thức ƒ(x) trong hai trường hợp m > 0, m < 0 như sau 


x —Ẳœ +œ 


m>0 


H62) -= | 


II- XÉT DẤU TÍCH, THƯƠNG CÁC NHỊ THỨC BẬC NHẤT 


Giả sử +) là một tích của những nhị thức bậc nhất. Áp dụng định lí 
về dấu của nhị thức bậc nhất có thể xét dấu từng nhân tử. Lập bảng 
xét dấu chung cho tất cả các nhị thức bậc nhất có mặt trong ƒ@) ta 
suy ra được dấu của ƒ(x). Trường hợp ƒ(x) là một thương cũng được 
xét tương tự. 
Ví dụ 2. Xét dấu biểu thức 
(4x- (x+ 2) 
(& =-—----ễễễ. 
J6) —3x+5 
Giải 
ƒ{z) không xác định khix = g Các nhị thức 4x — Ì, x +2, —3x + 5 có các 


nghiệm viết theo thứ tự tăng là -2 ; 1 : : Các nghiệm này chia khoảng 


+ 


_—¬_ (-œ;+ œ) thành bốn khoảng, trong mỗi khoảng các nhị thức đang xét có 


dấu hoàn toàn xác định. 


9 


Từ bảng xét dấu ta thấy 


#) > 0 khi x e (~œ ; ~2) hoặc x e (S:3] 


z) <0 khi x e (:z] hoặc x e (Š;+»]: 


#) = 0 khi x = -2 hoặc x =. 


>~]m— 


ƒ#@) không xác định khi x = š (trong bảng kí hiệu bởi ID. 
Rj 
Xét dấu biểu thức ƒ(x) = (2x — 1)(—x + 3). 


II - ÁP DỤNG VÀO GIẢI BẤT PHƯƠNG TRÌNH 


Giải bất phương trình ƒ(x) > 0 thực chất là xét xem biểu thức ƒ(x) T giá 

trị dương với những giá trị nào của x (do đó cũng biết ƒ(x) nhận giá trị âm 

với những giá trị nào của x), làm như vậy ta nói đã xé: đấu biểu thức ƒ(x). 
1. Bất phương trình tích, bất phương trình chứa ẩn ở mẫu thức 


Ví dụ 3. Giải bất phương trình 


l—*# 


Giải. Ta biến đổi tương đương bất phương trình đã cho 


>l<© 
l—x l—x l—*% 


Xét dấu biểu thức ƒ(x) = . ta suy ra nghiệm của bất phương trình đã 
= : 


cho là 0 <x< 1. 
R 

Giải bất phương trình xỶ - 4x <0. 
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—2.. Bất phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối 
Một trong những cách giải bất phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt 
đối là sử dụng định nghĩa để khử dấu giá trị tuyệt đối. Ta thường phải xét 
bất phương trình trong nhiều khoảng (nửa khoảng, đoạn) khác nhau, trên 
đó các biểu thức nằm trong dấu giá trị tuyệt đối đều có dấu xác định. 
Ví dụ 4. Giải bất phương trình 
|-2x ~+lÌl+ x—3< 5. 
Giải. 
Theo định nghĩa giá trị tuyệt đối ta có 
- ếu -2x+l> 
-ar+iI=] 2x+l nếu xử1 0 
-(-2x + ])nếu -2x + I < 0. 


Do đó ta xét bất phương trình trong hai khoảng 


a) Với x < n ta có hệ bất phương trình 


x<1 x«1 
2 hay 2 
(2x+l)+x-3<S —x<, 
À HÀ ¬ | 
Hệ này có nghiệm là -7<x<® 
b) Với x> 2 tácó hệ bất phương trình 
x>— xi 
2 hay 2 
(2xz—-l)+x-3<5 x<3. 


Hệ này có nghiệm là 5 <x<3. 
Tổng hợp lại tập nghiệm của bất phương trình đã cho là hợp của hai khoảng 
1 l ) 
-7;—| và |—; 3|. 
[ & ;] Ẹ 
Kết luận. Bất phương trình đã cho có nghiệm là —~7 < x< 3. 
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Bằng cách áp dụng tính chất của giá trị tuyệt đối (§1) ta có 
thể dễ dàng giải các bất phương trình dạng |ƒ(x)|< 4 và 
ˆ |/()| > a với a > 0 đã cho. 


Ta có 


[ƒŒœ)|< a ©-a<ƒ@) <a 


|/()| > a © ƒ(0 Š -a hoặc f(x) 3 a. 


Bòi tập 
1. Xét dấu các biểu thức 
a) ƒ+) = (2x - 1)(x +3); b) ƒ(x) = (3x - 3)(x + 2)(x + 3); 


-4 3 2 
c) Œœ)= _ : đ) +) = 4x - 1. 
)/œ) J=.. )#œ) 
2. Giải các bất phương trình 
3) ——S>——: b)——<——-: 
-. x1 2x-—] x+l @-WŸ 
2 
Š) SP Tế j""== 
x x+4 x+3 x—] 
3. Giải các bất phương trình 
a) l5x—4|>6 ; b) = 10 | 
xt2i lạ =1 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 


\ 


I- BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẤN 
Ta cũng gặp những bất phương trình nhiều ẩn số, chẳng hạn 
| 3x1⁄y)=zs3+3x4+2y €1, 


Khi x =-2, y= 1, z =0 thì vế trái bất phương trình thứ nhất có giá trị nhỏ 
hơn vế phải của nó, ta nói bộ ba số (x ; y; z) =(-2; 1; 0) là một nghiệm 
của bất phương trình này. 
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Tương tự, cặp số (x ; y) = (1 ; =2) là một nghiệm của bất phương trình thứ hai. 


Bất phương trình bậc nhất hai ẩn x, y có dạng tổng quát là 
ax+bySc () 
(ax+by<c;ax+by>c;ax+by>c) 
trong đó a, b, c là những số thực đã cho, a và b không đồng 
thời bằng 9, x và y là các ẩn số. 


II— BIỂU DIỄN TẬP NGHIỆM CỦA BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 
HAI ẤN 


Cũng như bất phương trình bậc nhất một ẩn, các bất phương trình bậc nhất 
hai ẩn thường có vô số nghiệm và để mô tả tập nghiệm của chúng, ta sử 
dụng phương pháp biểu diễn hình học. 


Trong mặt phẳng toa độ Oxy, tập hợp các điểm có toạ độ là 
nghiệm bất phương trình (1) được gọi là miền nghiệm của nó. 


Người ta đã chứng minh được rằng trong mặt phẳng toạ độ Óxy, đường 
thẳng øx + by = c chia mặt phẳng thành hai nửa mặt phẳng, một trong hai 
nửa mặt phẳng đó là miền nghiệm của bất phương trình ax + by < c, nửa 
mặt phẳng kia là miền nghiệm của bất phương trình øx + by 3c. - 

Từ đó ta có quy tắc thực hành biểu diễn hình học tập nghiệm (hay biểu 
diễn miền nghiệm) của bất phương trình ax + by < c như sau (tương tự cho ' 
bất phương trình ax + by 3 c) 


Bước l. Trên mặt phẳng toạ độ Oxy, vẽ đường thẳng A : 
ax + by=c. 

Bước 2. Lấy một điểm Mẹ(xg:;yg) không thuộc A (ta thường 
lấy gốc toạ độ O) 
Bước 3. Tính axo + by và so sánh axạ + byg với €. 
Bước 4. Kết luận 

Nếu axo + byo < c thì nửa mặt phẳng bờ A chứa 

Mẹ là miễn nghiệm của ax + by < c. 

Nếu đxp + byy > c thì nửa mặt phẳng bờ A không 


chứa Mẹ là miền nghiệm của ax + by S c. 
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CHU 
Miễn nghiệm của bất phương trình ax + by < c bỏ đi đường 
thăng ax + by = c là miền nghiệm của bất phương trình 

ax + by<e. 


Ví đụ 1. Biểu diễn hình học tập nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ẩn 
2Z7+y<3. | | 

Giải 

Vẽ đường thẳng A : 2x + y= 3. 

Lấy gốc toạ độ Ó(0 ; 0), ta thấy Ó £ A và 

có 2.0 + 0< 3 nên nửa mặt phẳng bờ A 

chứa gốc toạ độ Ó là miền nghiệm của bất 

phương trình đã cho (miền không bị tô 

đậm trong hình 29). 


L 
bu, diễn hình học tập nghiệm của bất BHBBRD 
trình bậc nhất hai ẩn 


-3x+2y>0. 


Hình 29 


II - HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 
Tương tự hệ bất phương trình một ẩn 


Hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn gôm một số bất phương 
trình bậc nhất hai ẩn x, y mà ta phải tìm các nghiệm chùng 
của chúng. Môi nghiệm chung đó được gọi là một nghiệm của 
hệ bất phương trình đã cho. 


Cũng như bất phương trình bậc nhất hai ẩn, ta có thể biểu diễn 
hình học tập nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn. 
Ví dụ 2. Biểu diễn hình học tập nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn 
3x+y<6 
x+y<4 
xŨ 
y2 Ó. : 
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Giải. Vẽ các đường thẳng 
(dị): 3x+y =6 
(d2):x+y=4 
(da) : x =0 (trục tung) 
(da) : y = Ö (trục hoành). 
Vì điểm /⁄ọ(I ; 1) có toạ độ thoả mãn 


tất cả các bất phương trình trong hệ 
trên nên ta tô đậm các nửa mặt phẳng 
bờ (đI), (đ;), (32), (d¿) không chứa 
điểm Mẹ. Miền không bị tô đậm (hình 
tứ giác ÓCŒ1A kể cả bốn cạnh AI, /C, 
CO, ÓA) trong hình vẽ (h.30) là miền 
nghiệm của hệ đã cho. Hình 30 


2 
tha diễn hình học tập nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn 
2x-y<3( 
2x+5vy<Sl2x +8. 


IV - ÁP DỤNG VÀO BÀI TOÁN KINH TẾ 
Giải một số bài toán kinh tế thường dẫn đến việc xét những hệ bất phương 
trình bậc nhất hai ẩn và giải chúng. Loại bài toán này được nghiên cứu 
trong một ngành toán học có tên gọi là Quy hoạch tuyến tính. Sau đây ta sẽ 
xét một bài toán đơn giản thuộc loại đó. 
Bài toán. Một phân xưởng có hai máy đặc chủng M,, M; sản xuất hai 
loại sản phẩm kí hiệu là I và II. Một tấn sản phẩm loại I lãi 2 triệu đồng, 
một tấn sản phẩm loại II lãi I,6 triệu đồng. Muốn sản xuất một tấn sản 
phẩm loại I phải dùng máy M, trong 3 giờ và máy Ä; trong l giờ. Muốn 
sản xuất một tấn sản phẩm loại II phải dùng máy #⁄ƒ¡ trong l giờ và máy 
M; trong l giờ. Một máy không thể dùng để sản xuất đồng thời hai loại 
sản phẩm. Máy M làm việc không quá 6 giờ trong một ngày, máy j, 
một ngày chỉ làm việc không quá 4 giờ. Hãy đặt kế hoạch sản xuất sao cho 
tổng số tiền lãi cao nhất. 
Giải. Gọi x, y theo thứ tự là số tấn sản phẩm loại I, loại II sản xuất trong 
một ngày (x > 0, y > 0). Như vậy tiền lãi mỗi ngày là L = 2x + L,6y (triệu đồng) 
và số giờ làm việc (mỗi ngày) của máy 4; là 3x + y và máy A⁄¿ là x + y. 
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Vì mỗi ngày máy M⁄¡ chỉ làm việc không quá 6 giờ, máy M⁄¿ không quá 4 giờ 
nên x, y phải thoả mãn hệ bất phương trình - 


(2) 


Bài toán trở thành 

Trong các nghiệm của hệ bất phương trình (2), tìm nghiệm (x = *xg ; y = yp) 
sao cho  = 2x + 1,6y lớn nhất. 

Miền nghiệm của hệ bất phương trình (2) là tứ giác OA!C kể cả miền trong 
(gọi là miền tứ giác ÓAJC) xem ví dụ ở mục TIT hình 30. 

Người ta chứng minh được rằng biểu thức L = 2x + I,6y đạt được giá trị lớn 
nhất tại một trong các đỉnh của tứ giác ÓAƒC (xem bài đọc thêm). Tính giá trị 
của biểu thức L = 2v + I,6y tại tất cả các đỉnh của tứ giác ÓAÏC, ta thấy L lớn 
nhất khí x = 1, y= 3. 

Vậy để có số tiền lãi cao nhất, mỗi ngày cần sản xuất I tấn sản phẩm loại I 
và 3 tấn sản phẩm loại ÏI. 


BÀI ĐỌC THÊM 
ấÌ PHƯƠNG PHÁP TÌM CỰC TRỊ CỦA BIỂU THỨC 
_FƑ = av+ by TRÊN MỘT MIỀN ĐA GIÁC 


Bài toán. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức Ƒ = zx + by (a, b là 
hai số đã cho không đồng thời bằng 0), trong đó x, y là các toạ độ của các điểm ' 
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thuộc miền đa giác Al4¿... A,Aj+t... A„. Xác định x, y để F đạt giá trị lớn nhất, 
nhỏ nhất. - 

Giải (h.31). Ta minh hoạ cách giải trong 
trường hợp ø = 5 và chỉ xét trường hợp 
b > 0 (các trường hợp còn lại xét tương 
tự). Giả sử MGo ; yạ) là một điểm đã cho 
thuộc miền đa giác. Qua điểm 8⁄ và mỗi 
đỉnh của đa giác, kể các đường thẳng 
song song với đường thẳng ax + by = 0. 
Trong các đường thẳng đó, đường 
thẳng qua điểm M có phương trình 


ax + by = axg + by 


` _# ` + b 
và cắt trục tung tại điểm xÍo; 4g ' 3]. 


Vì b> 0 nên axg + by lớn nhất khi và chỉ Hình 31 
+b ¿ 
khi “9 —P. lớn nhất. 
b 
Trên hình 31, Ƒ = ax + by lớn nhất khi (x; y) là toạ độ của điểm A¡, bé nhất khi (x ; y) 
là toạ độ điểm 4a. 


Tóm lại, giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của biểu thức Ƒ = ax + by đạt được tại một trong 
các đỉnh của miền đa giác. 


Bỏi tập 
Biểu diễn hình học tập nghiệm của các bất phương trình bậc nhất hai ẩn sau. 
a)=x+2+2(y—2)< 2(1—*); b) 3é+x— 1l) + 4(y - 2) < 5x- 3. 


Biểu diễn hình học tập nghiệm của các hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn sau. 


x3 
x—2y< 0 . 3 '. I<0 
Ạ _-2 
a)x+3y> b) vưi-3 <2 
y—x< 3; 2.2 
v>0 


Có ba nhóm máy A, 8. € dùng để sản xuất ra hai loại sản phẩm I và II. Để 
sản xuất một đơn vị sản phẩm mỗi loại phải lần lượt dùng các máy thuộc 
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các nhóm khác nhau. Số máy trong một nhóm và số máy của từng nhóm 
cần thiết để sản xuất ra một đơn vị sản phẩm thuộc mỗi loại được cho trong 


bảng sau 
_ Số máy trong từng nhóm để sản xuất ra 
Nhóm SỆ HO một đơn vị sản phẩm 
môi nhóm 
Loại I Loại H 
A IU) 2 2 
B 4 0 2 
C 12 2 4 
Một đơn vị sản phẩm [ lãi 3 nghìn đồng, một đơn vị sản phẩm II lãi 5 nghìn đồng. 


Hãy lập phương án để việc sản xuất hai loại sản phẩm trên có lãi cao nhất. 


Hướng dẫn : Áp dụng phương pháp giải trong mục IV. 


`2: DẤU CỦA TAM THỨC BẬC HAI 


ï—- ĐỊNH LÍ VỀ DẤU CỦA TAM THỨC BẬC HAI 


1. Tam thức bậc hai 


Tam thức bác hai đối với x là biểu thức có dạng Ñœ) =ax? +bx+ €, 


trong đó a, b, c là những hệ số, a # 0. 


R' 
1) Xét tam thức bậc hai ƒ(v) = +? —5y +4. Tính #4, 2), -l). #0) và nhận xét về 
dấu của chúng. 
2) Quan sát đồ thị hàm số y = xˆ - 5x +4 (h. 32a)) và chỉ ra các khoảng trên đó 
đồ thị ở phía trên, phía dưới trục hoành. 
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3) Quan sát các đồ thị trong hình 32 và rút ra mối liên hệ về dấu của giá tị ƒ(x) = ax” + bx +c 


ứng với x tuỳ theo dấu của biệt thức A = Ðˆ - 4ac. 


4) b) : C) 
y=/@=AÌ~5x+4 y=a -4x+4 y=x7~4x+5 
Hình 32 


2. Dấu của tam thức bậc hai 


Người ta đã chứng minh được định lí về đấu tam thức bậc hai sau đây 


ĐỊNH LÍ 


Cho ƒx) = ax? + bx+c (a#0),AÁ= bỂ - 4ạc. 
Nếu A <0 thì ©) luôn cùng dấu với hệ số a, với mọi x e Ñ. 
—b 


Nếu A =0 thì f(© luôn cùng dấu với hệ số a, trừ khi x = 2. 
a 


Nếu A >0 thì fš) cùng dấu với hệ số a khi x < xị hoặc x > xạ, trái 


dấu với hệ số a khi xị < x < x;¿ trong đó xì, xạ (Xị < A2) là hai 


nghiệm của ƒ(y). 


CHÚ Ý 


Trong định lí trên, có thể thay biệt thức A = b“ - 4ac bằng 
biệt thức thu gọn A' = (#)ˆ - ác. 


1LOI 


Minh hoa hình học 


Định lí về dấu của tam thức bậc hai có minh hoạ hình học sau (h.33). 


a>0 


A<0 


A<0 


3. Áp dụng 


Ví dụ 1 
a) Xét đấu tam thức ƒ(v) = —x” +3x— 5. 


b) Lập bảng xét dấu tam thức ƒ(x) = 2x” - 5x +2. 


Giải 


Hình 33 


A>0 


a) x) có A = -11<0,hệ số a = -l <0 nên ƒff+) < 0, với mọi x. 


b) 9Q = 2x72—5x+2 có hai nghiệm phân biệt xị¡ = > 


Số a 


=2>0. 


Ta có bảng xét dấu ƒ(x) như sau 


+2 =2, hệ 


œ |t`|— 
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R 
Xét dấu các tam thức 


8) ƒ(x)=3x?+2x—5 ; b) ø(x) = 9x2 ~ 24x + 16. 
Tương tự như tích, thương của những nhị thức bậc nhất, ta có thể xét dấu 
tích, thương của các tam thức bậc hai. 
Ví đụ 2. Xét dấu biểu thức 

2 


2x“ —x-] 
/ƒ@=“———. 
¬. 
Giải. Xét đấu các tam thức 2x” - x—1 và x” - 4 rồi lập bảng xét dấu ƒ{+) 
ta được 
x 2 : l 2 
—oœ — —= +œ 
2 
2x —-x-—]1 + | + 0. - 0 + | + 
x.-4 +0 — ~ ¬ 
⁄#œ) + | — 0 + 0 — | + 


II - BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI MỘT ẤN 
1. Bất phương trình bậc hai 


Bất phương trình bác hai ẩn x là bất phương trình dạng 
aX + bx+c<0 (hoặc aX + bx+c<0,ax + by+c>0, 
a +bx+c>\0), trong đó a, b, c là những số thực đã cho, a # Ö. 


2. Giải bất phương trình bậc hai 
Giải bất phương trình bậc hai 4X + by +e<0 thực chất là tìm các 


khoảng mà trong đó ƒ{x) = ax”? +bx+€ cùng dấu với hệ số z (trường hợp 
a < 0) hay trái dấu với hệ số z (trường hợp a > 0). 

R¬ 
Trong các khoảng nào 

a) ƒ@œ)= -2x? + 3x + 5 trái dấu với hệ số của x7? 


b) g(x) = -3x7 + 7x — 4 cùng dấu với hệ số của x” 2 


103 


104 


Ví dụ 3. Giải các bất phương trình sau _ 


a) 34” +2x+5>0; b) -2x2+3x+5>0; 
c) -3x 2 +7x-4<0; d) 9x2 — 24x + l6 >0. 
Giải 


a) Tam thức #qw) = 3x7 +2x + 5 có A'=1— 3.5 <0, hệ số ø = 3 >0 nên 
ƒ#{) luôn dương (cùng dấu với 4). 


Do đó tập nghiệm của bất phương trình 3xˆ + 2x + 5 > 0 là (—œ ; +œ). 
b) Tam thức ƒŒœ)= ~2A?+3x +5 có hai nghiệm làx; = —l ; x¿ = n hệ 


. m- ; 5 
số a = -2 <0, nên ƒ{x) luôn dương với mọi x thuộc khoảng |~I ; ) 

^v bã ` 2 ¬- An Tà Ehol b 
Vậy bất phương trình -2xˆ + 3x + 5 > 0 có tập nghiệm là khoảng [¬, 3) 


4 ¿ 
c) Tam thức f4) = -3vŸ + 7x - 4 có hai nghiệm làx =1; x; = 3› hệ SỐ 
ˆ ¬ R , _ (4 
a= 3 <0, nên ƒ{y) luôn âm với mọi x thuộc khoảng (—œ ; l) hoặc $ ;+ 2] 
Vậy tập nghiệm của bất phương trình -3x7+7x—4<0là 
: 4 
(=œ; ])\J Ẹ :+ ”Ì 


d) Tam thức ƒ(x) = 9x2 - 24x +16 có hệ số ø = 9, A'= 122 ~9.16 =0, 


. . : 4 - ¬- ` “ 4 
#2) có nghiệm kép v = 3 nên ƒ(x) > 0 với mọi x # ' và ƒ(x) = 0 với x= rl 


Vậy bất phương trình 9x“ ~ 24x + 16 > 0 nghiệm đúng với mọi x. 


Ví dụ 4. Tìm các giá trị của tham số z để phương trình sau có hai nghiệm 
trái dấu 


2x2? ~(m2 —m +1)x + 2m” — 3m — 5 =0. 


Giải. Phương trình bậc hai sẽ có hai nghiệm trái dấu khi và chỉ khi các hệ 
SỐ # và c trái dấu, tức là z phải thoả mãn điều kiện 
1 


2(2m2 ~ 3m ~ 5) <0 © 2mˆ ~ 3m - 5 < 0. 
Vì tam thức fợm) = 2m” — 3m ~ 5 có hai nghiệm là m, = —1, mạ = : và hệ 
số của m? dương nên 
2m” — 3m - 5 <0 © -l<m <Š: 


Kết luận. Phương trình đã cho có hai nghiệm trái dấu khi và chỉ khi. 


5 
—=l<m<—. 
2 
Bòi tập 
Xét dấu các tam thức bậc hai 
a) 5x —3x+]; b) ~2x” + 3x+ 5; 
c)x” + 12x +36 ; đ) (2x — 3)( + 5). 


Lập bảng xét dấu các biểu thức sau 
_a)ƒ@œ) =(3xˆ~ 10x + 3)(4x— 5); 

b)/#@ = (3xŸ - 4x)(2x2 -x— l) ; 

c) #x) = (4x7 - 1)(-§x? + x- 3(2x + 9) ; 
(3x7 ~ x)@ - x”). | 


4x Ở+x-—3 
Giải các bất phương trình sau 


d)ƒœ) = 


a) 4x =x+1<0; b)-3x+x+4>0; 
= <—= ——: d)x`—-x-6<0. 
xứ—=4 3x +x-4 


Tìm các giá trị của tham số mm để các phương trình sau vô nghiệm 


a) (m— 2)x” + 2(2m ~ 3)x + 5m — 6 = 0; 
b) (— m)x? — 20n + 3)x + m +2 =0, 
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ÔN TẬP CHƯƠNG IV 


Sử dụng dấu bất đẳng thức để viết các mệnh đề sau 

a) x là số dương ; 

b) y là số không âm ; 

c) Với mọi số thực ø, |z| là số không âm ; 

đ) Trung bình cộng của hai số dương z và Ð không nhỏ hơn trung bình 
nhân của chúng. 


Có thể rút ra kết luận gì về dấu của hai số z và b nếu biết 


a)ab>0; bì >0; 
ạ 
c)ab<0; đ) —<0? 
b 
Trong các suy luận sau, suy luận nào đúng ? 
#@<1] x<l X 
(A) =.Ay< Ï; (B) => —<]; 
y<l y<l y 
0<x <1 Ax<] 
(C) => xy< ]; (D) =x—y<Ô. 
w<] y<l 


Khi cân một vật với độ chính xác đến 0,05kg, người ta cho biết kết quả là 
26,4kg. Hãy chỉ ra khối lượng thực của vật đó nằm trong khoảng nào. 

Trên cùng một mặt phẳng toạ độ, hãy vẽ đồ thị hai hàm số y = +) = x + Ì 
và y = ø@(1) = 3 - +v và chỉ ra các giá trị nào của x thoả mãn : 

8) ƒ{xv) = ø@) ; 

b) /UO > 60 ; 

c) ƒ{x) < ø@). 

Kiểm tra lại kết quả bằng cách giải phương trình, bất phương trình. 

Cho a, b, c là các số dương. Chứng minh rằng 


a+b  b+c c+a 
+ + — 


€C a b 


>6. 


Điều kiện của một bất phương trình là gì ? Thế nào là hai bất phương trình 
tương đương. 
Nêu quy tắc biểu diễn hình học tập nghiệm của bất phương trình ax + by  c. 


Phát biểu định lí về dấu của tam thức bậc hai. 


‹ Cho a >0, b> 0. Chứng minh rằng 


uy (ã+ 4P 


. a) Bằng cách sử dụng hằng đẳng thức a2 -bˆ= (a — bXa + b) hãy xét dấu 


ƒ(x)= xi TA +6x-9 


và ø(3) =x?-2x- 5 
x“ T=2x 


b) Hãy tìm nghiệm nguyên của bất phương trình sau 


x@ Ì—=x+6)>9, 


. Cho z, ð, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Sử dụng định lí về dấu của 


tam thức bậc hai, chứng minh rằng 


bˆx? — (b? +c2— 47x +c^> 0, Và. 


. Biểu diễn hình học tập nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn 


3x+y > 9 

: x >3 y3 
2v > 8_—x 

y.< 6. 


Bòi tập trắc nghiệm 


Chọn phương án đúng trong các bài tập sau 


. Số —2 thuộc tập nghiệm của bất phương trình 


(A)_ 2v+l>l-#; (B) (2x+l)(-x)< x7; 


() TCC†20: (D) (@2-x)w+2) <0. 
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15. Bất phương trình (x + 1)⁄x <0 tương đương với bất phương trình 


(A) \jx(x + Dˆ <0; () (œ+lXx <0; 


(C_ (x+1x<0; (D) (x+l)jx<0. 
16. Bất phương trình mx7 + (2m — ])x + m +1 <0 có nghiệm khi 
(A) ˆ m=1; (B) m=3; 


(CŒ)$> m=0; (D) m=0,25. 


17. Hệ bất phương trình sau vô nghiệm 


2 
2 x-=4>0 
xế =2x<0 
(A) (B) | | 
2x+l<3x+2; < ; 
Lưt2 x+rÌI 
xẰ-5x+2<0 -Í|x-1l<2 
(C) (D) 
x*+8x+1<0; 2x + 1| < 3. 


108 


THỐNG HỆ 


TT „TH0NG HE 


Thống kê là khoa học nghiên cứu các phương pháp 

thu thập, phân tích và xử lí các số liệu nhằm phát hiện các 
quy luật thống kê trong tự nhiên và xã hội. Chương này 
giúp học sinh nắm vững một số phương pháp trình bày số liệu 
(bằng bảng, biểu đồ) và thu gọn số liệu nhờ các số đặc trưng. 


I— 


li U 


BẢNG PHÂN BỐ TẦN SỐ 
VÀ TẤN SUẤT 


LÁề), 
An-: 
, 


ÔN TẬP 

Số liệu thống kê 

Khi thực hiện điều tra thống kê (theo mục đích đã định trước), cần xác 
định tập hợp các đơn vị điều tra, dấu hiệu điều tra và thu thập các số liệu. 
Ví dụ 1. 


Khi điều tra "Năng suất lúa hè thu năm 1998" của 31 tỉnh, người ta thu thập 
được các số liệu ghi trong bảng dưới đây 


Năng suất lúa hè thu (tạ!ha) năm 1998 của 3] tỉnh 


Bảng 1 
Tập hợp các đơn vị điều tra là tập hợp 31 tỉnh, mỗi một tỉnh là một đơn vị 
điều tra. Dấu hiệu điều tra là năng suất lúa hè thu năm 1998 ở mỗi tỉnh. 
Các số liệu trong bảng I gọi là các số liệu thống ké, còn gọi là các giá trị 
của dấu hiệu. 
Tần số 
Trong 31 số liệu thống kê ở trên, ta thấy có 5 giá trị khác nhau là 

xị =25 ; x¿ = 30; x: = 35 ; xạ = 40; x; = 45. 

Giá trị xị = 25 xuất hiện 4 lần, ta gọi mị = 4 là tần số của giá trị xị. 


Tương tự, nạ = 7 ; nạ = 9; nạ =6 ; nạ = 5 lần lượt là tần số của các giá trị 


II - TẤN SUẤT 
Trong 31 số liệu thống kê ở trên, giá trị xị có tần số là 4, do đó chiếm tỉ lệ 


là ®° x 12.9% 
3, 


Tì¡ số 31 hay 12,9% được gọi là fđn suất của giá trị xỊ. 


Tương tự, các giá trị x; ; x4 ; xa ; xs lần lượt có tần suất là 
cÍ „ 22,6%; ^> 29,0% ˆ ~ 19,4%; + 16,1%. 
3] - 31 3] 31 


Dựa vào các kết quả đã thu được, ta lập bảng sau 


Năng suất lúa hè thu năm 1998 của 31 tỉnh 


_~ lúa Tần số Tần suất (%) 
25 4 12,9 
30 7 22,6 
35 9. 290 
40 6 19,4 
45 5 16, 
Cộng 31 100 (%) 
Bảng 2 


Bảng 2 phản ánh tình hình* năng suất lúa của 31 tỉnh, được gọi là bẩng 
phán bố tân số và tần suất. 

Nếu trong bảng 2, bỏ cột tần số ta được bảng phân bố tần suất ; bỏ cột tần 
suất ta được bằng phân bố tần số. 


III- BẢNG PHẦN BỐ TẦN SỐ VÀ TẤN SUẤT GHÉP LÓP 
Ví dụ 2. Để chuẩn bị may đồng phục cho học sinh, người ta đo chiều cao 
của 36 học sinh trong một lớp học và thu được các số liệu thống kê ghi 
trong bảng sau . 
Chiều cao của 36 học sinh (đơn vị : cm) 
158 152 l56 158 ló§ ló0 170 l6 lól 160 172 173 
I0 167 165 163 I5§ 162 169 159 163 IlI64 lói 160 
I6ó4 159 13 155 13 IS lI54 lối lố4 I5I 164 152 
Bảng 3 


LII 


12 


Để xác định hợp lí số lượng quần áo cần may cho mỗi "kích cỡ” ta phân 
lớp các số liệu trên như sau 


Lớp l gồm những số đo chiều cao từ l150 cm đến dưới 156 cm, kí hiệu là 
[159; 156); 


Lớp 2 gồm những số đo chiều €ao từ 156 cm đến dưới 162 cm, kí hiệu là 
[156; 162); 


Lớp 3 gồm những số đo chiều cao từ 162 cm đến dưới 168 cm, kí hiệu là 
[162; 168); 


Lớp 4 gồm những số đo chiều cao từ 168 cm đến 174 cm, kí hiệu là 
[168 ; 174]. 
Ta thấy có 6 số liệu thuộc vào lớp l, ta gọi m =6 là ẩn số của lớp I. 
Cũng vậy, ta gọi ø; = 12 là tần số của lớp 2, s = I3 là tần số của lớp 3, 
nạ = 5 là tần số của lớp 4. 
Các tỉ số 

ụ _ ~ 16,7% ; ƒ == ~ 33,3% ; 


13 ¬- . 
=— *x 36,l% ; = — > 13,9% 
° 36 o ;ƒa 36 6 


được gọi là ẩn suất của các lớp tương ứng. 


Các kết quả trên được trình bày gọn trong bảng dưới đây 


Chiều cao của 36 học sinh 


Lớp số đo chiều cao Tân số | Tân suất (%) 
(cm) 
[150; 156) 6 16,7 
[156 ; 162) 12 33,3 
[162; 168) 13. 36,1 
[168 ; 174] 5 13,9 
ma Cộng 36 100 (%) 
Bảng 4 


Bảng 4 được gọi là bảng phán bố tần số và tần suất ghép lóp.. 
Nếu trong bảng 4 bỏ cột tần số thì sẽ có bảng phân bố tần 
suất ghép lớp, bỏ cột tân suất thì sẽ có bảng phân bố tần số 
ghép lớp. 
ƒ 
Bảng 4 ở trên cho ta cơ sở để xác định số lượng quần áo cần may của mỗi 
cỡ (tương ứng với mỗi lớp). Chẳng hạn, vì số học sinh có chiều cao thuộc 
lớp thứ nhất chiếm 16,7% tổng số học sinh, nên số quần áo cần may thuộc 
cỡ tương ứng với lớp đó chiếm 16,7% số lượng quần áo cần may. Ta cũng 
có kết luận tương tự đối với các lớp khác. 
Nếu lớp học kể trên đại diện được cho toàn trường thì có thể áp dụng kết 
quả đó để may qúần áo cho học sinh cả trường. 


Tiền lãi (nghìn đồng) của mỗi ngày trong 30 ngày 
được khảo sát ở một quầy bán báo 


S0 các số liệu thống kê ghi trong bảng sau 


81 37 74 65 31 63 58 82 67 77 63 46 30 53 73 
51 44 52 92 93 53 85 77 47 42 57 57 85 55 64 


Bảng 5 
Hãy lập bảng phân bố tần suất ghép lớp với các lớp như sau 
[29,5 ; 40,5), [40,5 ; 51,5), [51,5 ; 62,5), [62,5 ; 73,5), [73,5 ; 84,5), [84,5 ; 95,5]. 


Bỏòi tập 
1. Cho các số liệu thống kê ghi trong bảng sau 


Tuổi thọ của 30 bóng đèn điện được thắp thứ (đơn vị : giờ) 


1180 1150 1190 1170 1180 1170 
1160 1170 1160 1150 1190 1180 
1170 1170 1170 1190 1170 1170 
1170 1180 1170 1160 1160 1160 
1170 1160 1180 1180 1150 1170 


a) Lập bảng phân bố tần số và bảng phân bố tần suất. 
b) Dựa vào kết quả của câu a), hãy đưa ra nhận xét về tuổi thọ của các 
bóng đèn nói trên. 


VÔ A (đa 


tAÀI S2 


2. Cho bảng phân bố tần số ghép lớp sau 


Độ dài của 60 lá dương xỉ trưởng thành 


Lớp của độ dài (cm) 


Bụi dương xỉ 
a) Lập bảng phân bố tần suất ghép lớp. 
b) Dựa vào kết quả của câu a), hãy nêu rõ trong 60 lá dương xỉ được khảo sát : 
Số lá có độ dài dưới 30 cm chiếm bao nhiêu phần trăm ? 
Số lá có độ dài từ 30 cm đến 50 cm chiếm bao nhiêu phần trăm ? 
3. Cho các số liệu thống kê ghi trong bảng sau 


Khối lượng của 30 củ khoai tây thu hoạch được ở nông trường T (đơn vị : 8). 


90 73 88 99 100 102 II1 96 79 93 
bài 94 96 93 95 82 90 I0 103 l16 
109 108 112 87 74 9] 84 97 85 92 


Lập bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp, với các lớp sau 
[70;80); [§0;90); [90; 100); [100 ; 110); [110; 1201. 
4. Cho các số liệu thống kê ghi trong bảng sau 


Chiều cao của 35 cây bạch đàn (đơn vị : m) 


114 8,ĐẠI SỐ 10-8 


a) Lập bảng phân bố tần suất ghép lớp. + ơi các lớp sau 
[65:70):[70:75)0:[75:501:I80:55)1:183:20):I90:9,5): 
b) Dựa vào kết quả của câu a), hãy nêu nhận xét về chiều cao của 35 cây 

bạch đàn nói trên. 


BIỂU ĐỒ 


I~ BIỂU ĐỒ TÂN SUẤT HÌNH CỘT VÀ ĐƯỜNG GẤP KHÚC TẤN SUẤT 


Ta có thể mô tả một cách trực quan các bảng phân bố tần suất (hoặc tần 
số), bảng phân bố tần suất (hoặc tần số) ghép lớp bằng biểu đồ hoặc đường 
gấp khúc. 


1. Biểu đồ tần suất hình cột 


Ví dụ I. Để mô tả bảng phân bố tần suất ghép lớp (bảng 4) trong §I, có thể 
vẽ biểu đồ tần suất hình cột sau (h.34). 


Tần suất 


36,I 
333 


K ty | “2 na 
150 156 162 168 174 Chiếu cao 


Hình 34. Biểu đồ tần suất hình cột vẻ chiều cao (cm) của 36 học sinh, 


_ 2. Đường gấp khúc tần suất ` 


Â 


II6 


Bảng phân bố tần suất ghép lớp kể trên (bảng 4) cũng có thể được mô tả 
bằng một đường gấp khúc, vẽ như sau. 


Trên mặt phẳng toạ độ, xác định các điểm (c;; #),¡= 1,2,3, 4, trong đó œ¡ là. 
trung bình cộng hai mút của lớp ¡ (ta gọi c¡ là giá trị đại diện của lớp ì). 

Vẽ các đoạn thẳng nối điểm (e;; ƒ,) với điểm(€;,¡; ƒ,¡), ¿ = 1, 2, 3, ta 
thu được một đường gấp khúc, gọi là đường gấp khúc tần suất (h.35).. 


Tân suất 


36,] 
33.3 †==---===~~=~~=~=~=mrz 


I 
t 
1 
I 
' 
I 
l 
I 
l 
I 
I 
I 
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1 
1 
1 
1 
Ù 
t 
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—————————————————————————————~ 
15 153 lI56 159 162 l6S 168 171 174 Chiểu cao 
(c¡) (ca) (c3) (ca) 


Hình 35. Đường gấp khúc tần suất về chiều cao (cm) của 36 học sinh. 


1 
Cho bảng phân bố tần suất ghép lớp sau 
Nhiệt độ trung bình của tháng 12 tại thành phố Vinh từ 1961 đến 1990 (30 năm). 


Lớp nhiệt độ ( C) Tần suất (%) 
[15 5 16,7 
[I9: 2l) 36,7 
[21 ; 23] 33 
FT—— cm. | Mứ ] 


Bảng 6 
Hãy mô tả bảng 6 bằng cách vẽ biểu đồ tần suất hình cột và đường gấp khúc 
tần suất. 


3. Chú ý 


Ta cũng có thể mô tả bảng phân bố tần số ghép lớp bằng biểu đồ tần số 
hình cột hoặc đường gấp khúc tần số. Cách vẽ cũng như cách vẽ biểu đồ 
tần suất hình cột hoặc đường gấp khúc tần suất, trong đó thay trục tần suất 
bởi trục tần số. 


II - BIỂU ĐỒ HÌNH QUẠT 
Người ta còn dùng biểu đồ hình quạt để mô tả bảng cơ cấu trong ví dụ dưới đây 


Ví dụ 2. Cho bảng-7 


Cơ cấu giá trị sản xuất công nghiệp trong nước năm 1997, 
phán theo thành phần kinh tế. 


Các thành phần kinh tế Số phần trăm 
(1) Khu vực doanh nghiệp nhà nước 23,7 
(2) Khu. vực ngoài quốc doanh 47,3 
(3) Khu vực đầu tư nước ngoài 29,0 
Cộng 100 (%) 
Bảng 7 
Hình 36a dưới đây là biểu đồ hình quạt mô tả bảng Tụ 
[19;21) „ nạn 
[15: L7) 


117: 19) 


q) __ b} 
Hình 36 
CHỦ 
Các bảng phân bố tần suất ghép lớp cũng có thể mô tả bằng biểu 
đồ hình quạt, chẳng hạn hình 36b mô tả bảng 6. 
L17 


2 
R?, vào biểu đồ hình quạt cho ở hình 37 dưới đây, hãy lập bảng cơ cấu như trong 
ví dụ 2. 


(1) Khu vực doanh nghiệp nhà nước 
(2) Khu vực ngoài quốc doanh 
(3) Khu vực đầu tư nước ngoài 


Hình 37. Biểu đồ hình quạt về cơ cấu giá trị sản xuất công nghiệp trong nước năm 1999, 
phân theo thành phần kinh tế (%). 


Bỏi tập. 
I. Hãy mô tả bảng phân bố tần suất ghép lớp đã được lập ở bài tập số 2 của 
§1 bằng cách vẽ biểu đồ tần suất hình cột và đường gấp khúc tần suất. 
2. Xét bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp đã được lập ở bài tập số 3 của § Ï. 
a) Hãy vẽ biểu đồ tần suất hình cột, đường gấp khúc tần suất. 
b) Hãy vẽ biểu đồ tần số hình cột, đường gấp khúc tần số. 


c) Dựa vào biểu đồ tần suất hình cột đã vẽ ở câu a), hãy nêu nhận xét về 
khối lượng của 30 củ khoai tây được khảo sát. 


3. Dựa vào biểu đồ hình quạt dưới đây (h.38), hãy lập bảng cơ cấu như trong 
ví dụ 2. 


(1) Khu vực doanh nghiệp nhà nước 
(2) Khu vực ngoài quốc doanh 
(3) Khu vực đầu tư nước ngoài 


Hình 38. Biểu đô hình quạt về cơ cấu giá trị sẳn xuất công nghiệp trong nước năm 2000. 
phân theo thành phần kinh tế (5 ì. 
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SỐ TRUNG BÌNH CỘNG. 
SỐ TRUNG VỊ. MỐT 


Để thu được các thông tin quan trọng từ các số liệu thống kê, người ta sử dụng 
những số đặc trưng như số trung bình cộng, số trung vị, mốt, phương sai, 
độ lệch chuẩn. Các số đặc trưng này phản ánh những khía cạnh khác nhau 
của dấu hiệu điều tra. 


SỐ TRUNG BÌNH CỘNG (HAY SỐ TRUNG BÌNH) 

Ví dụ 1 

a) Áp dụng công thức tính số trung bình cộng đã học ở lớp 7, ta tính được 

chiều cao trung bình X của 36 học sinh trong kết quả điều tra được trình 

bày ở bảng 3 của §1 là x ~ 161cm. 

b) Sử dụng bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp, ta tính gần đúng 

chiều cao trung bình X của 36 học sinh trong kết quả điều tra được trình 

bày ở bảng 4 của §I theo hai cách sau 

Cách 1. Sử dụng bảng phản bố tần số ghép lóp 

Nhân giá trị đại diện của mỗi lớp với tần số của lớp đó, cộng các kết quả 

lại rồi chia cho 36, ta được 
6x1I53+12x159+13x165+ 5x17 

36 
Kết quả này có nghĩa là chiều cao trung bình của 36 học sinh kể trên là 


+ 62 (cm). 


x x 162 cm. 

Ta cũng nói 162 cm là số trung bình cộng của bảng 4. 

Cách 2. Sử dụng bảng phân bố tần suất ghép lớp 

Nhân giá trị đại diện của môi lớp với tân suất của lớp đó rồi cộng các kết 


quả lại ta cũng được 


H0 xI153+ 
100 100 


SN 
x159+ Hy 165+ LẺ UP, 171 z 162 (cm). 
100 100 


Xã 
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Vậy ta có thể tính số trung bình cộng của các số liệu thống kê 
theo các công thức sau đây. 


Trường hợp bảng phân bố tân số, tần suất 


c1 
xX= ¬ 0IXị +1x; +... + my) = fxi + x¿ +... + fyXy 


trong đó nụ, ƒ; lần lượt là tần số, tần suất của giá trị x¡, n là số 
các số liệu thống kê (nị + nạ +... + nụ = n). 
Trường hợp bảng phản bố tần số, tần suất ghép lớp 


_— 
K= —Ú€ + H2C +..+ nụ€y ) = #ịq + J© +...+ đụcy 
H 


trong đó c¡, nạ, ƒ, lần lượt là giá trị đại điện, tân số, tần suất của 


lớp thứ ¡, n là số các số liệu thống kê (mị + nạ +....+ nụ = n). 


4 
®» bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp sau 
Nhiệt độ trung bình của tháng 2 tại thành phố Vinh 
từ 1961 đến hết 1990 (30 năm). 


Lớp nhiệt độ (°C) Tần số |_ Tần suất (%) 


[12; 14) 

[14 ; 16) 3 10,00 
[l6 ; 18) 12 40,00 
[I8 ; 20) 9 30,00 


(20; 22] 
Cộng 


' Bảng 8 
a) Hãy tính số trung bình cộng của bảng 6 và bảng 8. 
b) Từ kết quả đã tính được ở câu a), có nhận xét gì về nhiệt độ ở thành phố Vinh 
trong tháng 2 và tháng 12 (của 30 năm được khảo sát). 


II - SỐ TRUNG VỊ 


Ví dụ 2. Điểm thi Toán cuối năm của một nhóm 9 học sinh lớp 6 là 
1;1;3;6;7;8;8;9;10. 


Điểm trung bình của cả nhóm là X ~ 5,9. 


I20 


Ta thấy hầu hết học sinh (6 em) trong nhóm có số điểm vượt điểm trung 
bình và có những điểm vượt rất xa. Như vậy, điểm trung bình x không đại 
diện được cho trình độ học lực của các em trong nhóm. 

Khi các số liệu thống kê có sự chênh lệch lớn thì số trung bình cộng không 
đại diện được cho các số liệu đó. Khi đó ta chọn số đặc trưng khác đại diện 
thích hợp hơn, đó là số 0rung vị. 


Sắp thứ tự các số liệu thống kê thành dãy không giảm (hoặc 
không tăng). Số trung vị (của các số liệu thống kê đã cho) kí 
hiệu M, là số đứng giữa dấy nếu số phần tứ là lẻ và là trung bình 
cộng của hai số đứng giữa dãy nếu số phần tử là chẳn. 


Trong ví dụ 2 ta có M, = 7. 


Ví dụ 3. Điểm thị Toán của bốn học sinh lớp 6 được xếp thành dãy không 
giảm là 1; |2,5; 8| ; 9,5. 


Trong dãy này có hai số đứng giữa là 2,5 và 8. 
Khi đó, ta chọn số trung vị là trung bình cộng của hai số này 


_2318 _ 5.25, 
2 


2 
SH bảng phân bố tần số, các số liệu thống kê đã được sắp thứ tự thành dãy 
-_ không giảm theo các giá trị của chúng. 
Hãy tìm số trung vị của các số liệu thống kê cho ở bảng 9. 
Số áo bán được trong một quý ở một cửa hàng bán áo sơ mi nam 


41 | 42 Cộng 
(số áo bán ổ dọc | 13 | 45 | 126 | 110 | 126| 40 | 5 - 465 
Bảng 9 


III -MỐT 

Ở lớp 7 ta đã biết 
Mốt của một bảng phân bố tân số là giá trị có tần số lớn nhất 
và được kí hiệu là Mọ. 


Nếu trong bảng phân bố tân số có hai giá trị có tần số bằng nhau và lớn hơn 
tân số của các giá trị khác thì chọn mốt là giá trị nào ? Tạ xét bảng 9 ở trên. 
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Trong bảng 9, có hai giá trị là 38 và 40 cùng có tần số lớn nhất là 126, 
trong trường hợp này ta coi rằng có hai mốt là 


M%) = 38, M£? = 40. 


Kết quả vừa thu được cho thấy rằng trong kinh đoanh, cửa hàng nên ưu tiên 
nhập hai cỡ áo số 38 và số 40 nhiều hơn. 


Bòi tập 
Tính số trung bình cộng của các bảng phân bố đã được/lập ở bài tập số l và 
bài tập số 2 của §I. 


Trong một trường THPT, để tìm hiểu tình hình học môn Toán của hai lớp 
10A và 10B, người ta cho hai lớp thi Toán theo cùng một đề thị và lập được 
hai bảng phân bố tần số ghép lớp sau đây 


Điểm thi Toán của lớp 10A 


Lớp điểm thi 


Tính các số trung bình cộng của hai bảng phân bố ở trên và nêu nhận xét 
về kết quả làm bài thi của hai lớp. - 


3. Điều tra tiền lương hàng tháng của 30 công nhân của một xưởng may, ta có 
bảng phân bố tần số sau 
Tiền lương của 30 công nhân xưởng may 


Tiền lương (nghìn đồng) |300 |500 |700 |800 |900 |1000 | Cộng 


Tìm mốt của bảng phân bố trên. Nêu ý nghĩa của kết quả đã tìm được. 

4. Tiền lương hàng tháng của 7 nhân viên trong một công tỉ du lịch là : 650, 
840, 690, 720, 2500, 670, 3000 (đơn vị : nghìn đồng). 
Tìm số trung vị của các số liệu thống kê đã cho. Nêu ý nghĩa của kết quả 
đã tìm được. 


5. Cho biết tình hình thu hoạch lúa vụ mùa năm 1980 của ba hợp tác xã ở địa 
phương V như sau 


_- Hợptáxã  |Năng suất lúa (tạ/ha)| Diện tích trồng lúa (ha) 


A 40 - 150 
B 38 130 
C 36 120 : 


Hãy tính năng suất lúa trung bình của vụ mùa năm 1980 trong toàn bộ ba 
hợp tác xã kể trên. 


PHƯƠNG SAI VÀ ĐỘ LỆCH CHUẨN 


I- PHƯƠNG SAI 


Ví dụ 1. Cho biết giá trị thành phẩm quy ra tiền (nghìn đồng) trong một 
tuần lao động của 7 công nhân ở tổ I là 


180, 190, 190, 200, 210, 210, 220, (1) 
còn của 7 công nhân ở tổ 2 là 
150, 170, 170, 200, 230, 230, 250. (2) 


l2 


Ta thấy số trung bình cộng X của dãy (1) và số trung bình cộng ÿ của đấy 
(2) bằng nhau 

x =y=200. 
Tuy nhiên, khi so sánh đấy (I) và dãy (2) ta thấy các số liệu ở đãy (1) gần 
với số trung bình cộng hơn, nên chúng đồng đều hơn. Khi đó ta nói các số 
liệu thống kê ở dãy (I) ít phân tán hơn dãy (2). 
Để tìm số đo độ phán tán (so với số trung bình cộng) của đấy (L) ta tính 
Các độ lệch của mỗi số liệu thống kê đối với số trung bình cộng 
(180 - 200) ; (190 —- 200) ; (190 —- 200) ; (200 - 200) ; (210 - 200) ; 
(210 - 200) ; (220 —- 200). 
Bình phương các độ lệch và tính trung bình cộng của chúng, ta được 


2 _ (180~ 200)7 + 2(190 — 200“ + (200 — 200)” + 2(210 - 200“ + (220 - 200” 


7 
~ 171,4. 


Số sZ được gọi là phương sai của đãy (1). 


Tương tự phương sai $ của dãy (2) là 


v2 _ (50- 200)” + 2(170 ~ 200)” + (200 ~ 200)” + 2(230 ~ 200)” + (250 = 200)” 
2C TÊM TU AM) CỰU AC) CỤ U tỰY 
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2 : 7 
~ 1228.6. 


Ta thấy phương sai của dãy (1) nhỏ hơn phương sai của dãy (2). Điều đó 
biểu thị độ phân tán của các số liệu thống kê ở dãy (1) ít hơn ở dãy (2). 


Ví dụ 2. Tính phương sai s? của các số liệu thống kê cho ở bảng 4, §l 
(cũng gọi là phương sai của bảng 4). 

Số trung bình cộng của bảng 4 là XÃ = 162 em. 

Mỗi số liệu thống kê thuộc một lớp được thay thế bởi giá trị đại diện của lớp đó. 


a) Phương sai s7 của bảng 4 (bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp) 
được tính như sau 


2 „ 6053- 162)” + 12(159 - 162)? + 13(165 ~ 162)” + 5(171 - 162)? 
| 36 
~31. (3) 


Hệ thức (3) biểu thị cách tính gần đúng phương sai của bảng 4 theo tần số. 

b) Từ (3) ta có 

2 6 2 12 2, l3 2, 5 2 

$  = _=(l53- —=(159 - 162)“ +—(165 - 162)“ +——(I71-— 162 
3e 153 162) + ( ) >e\ ) 3u ) 

hay 


2 


l6 36, 
s“^~ "a5 ~ 162)” + 333(so_ 162)” + 


100 100 
%3]. (4) 
Hệ thức (4) biểu thị cách tính gân đúng phương sai của bảng 4 theo tân suất. 


13,9 2 
165 - 162)” +- ”“(171— 162 
( ) i00 \ ) 


CHÚ Ý 

a) Khi hai dãy số liệu thống kê có cùng đơn vị đo và có số 
trung bình cộng bằng nhau hoặc xấp xỉ nhau, nếu phương sai 
càng nhỏ thì mức độ phân tán (so với số trung bình cộng) của 
các số liệu thống kê càng bé. 

b) Có thể tính phương sai theo các công thức sau đây 


Trường hợp bảng phán bố tần số, tần suất 


| — _ _ 
s°= -Ìm (xị = lầy + ñ(X¿ — lầm +... + Hy (X„ — x)! | 


= /( =X” + }Œ —X)” +..+ 0y — XÔ”. 
trong đó ø;, ƒ; lần lượt là tần số, tần suất của giá trị x; ; m là 
số các số liệu thống kê (w = m + nạ +... + nạ) ; x là số trung 
bình cộng của các số liệu đã cho. 


Trường hợp bảng phân bố tần số, tần suất ghép lớp 


| — —"< 
s?= =| mí — z + H(C — IDN +... + HUỆCy — x)Ỷ | 
n : 


= Ñ= X)” + (; — X)” +... +  — XI. 


trong đó c;, ø„,, ƒ; lần lượt là giá trị đại diện, tần số, tần suất 
của lớp thứ ¡ ; øm là số các số liệu thống kê 
("=7 + m +..+ 2) ; Ý là số trung bình cộng của các số 
điêu thông kẻ đã cho, 
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Ngoài ra, người ta còn chứng minh được công thức sau 
s2 = x2 - (œ9)? 


trong đó x? là trung bình cộng của các bình phương số liệu 
thống kê, tức là 


2_ 1 2 2 2 2 2 zv2 
x“= 5 tị + H2X2 +...+ H11) = fXI + fax) + ¬.. 


(đối với bảng phân bố tần số, tần suất), 


mẽ. 2+ #2 ñ 
x“ =—ỨNG[ + ñạcố +... + He) = fpcL +. c2 +... + fc 
H 


“(đối với bảng phân bố tân số, tần suất ghép lớp). 


1 
® tính phương sai của bảng 6 (ở §2). 


II - ĐỘ LỆCH CHUẨN 
Trong ví dụ 2 ở trên, ta đã tính được phương sai của bảng 4 (ở §1I) bằng 
s2 ~31. Nếu để ý đến đơn vị đo thì ta thấy đơn vị đo của s2 là cm? (bình 
phương đơn vị đo của dấu hiệu được nghiên cứu). Muốn tránh điều này, có 
thể dùng căn bác hai của phương sai gọi là độ lệch chuẩn (của bằng 4) và 
kí hiệu là s. Vậy 


$= vs? ~ M3I ~ 5,6 (cm). 


Phương sai s7 và độ lệch chuẩn s đêu được dùng để đánh giá 
mức độ phân tán của các số liệu thống kê (so với số Irung 
bình cộng). Nhưng khi cần chú ý đến đơn vị ảo thì ta dùng $, 
tì ý có cùng đơn vị ảo với dấu hiệu được nghiên cứu. 


#— 2 
Hãy tính độ lệch chuẩn của bảng 6 (ở §2). 
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BÀI ĐỌC THÊM 


„ SỬ DỤNG MÁY TÍNH BỎ TÚI CASIO ƒy - 500/5 
J ĐỀ TÌM SỐ TRUNG BÌNH CỘNG VÀ 
suy ĐỘ LỆCH ( CHUẨN 


Ví dụ. Cho bảng phân bố tần số 
Khối lượng của 30 con thần lằn 


Sử dụng máy tính bỏ túi CASIOfx-500MS, 
ta tìm số trung bình cộng ï và độ lệch 
chuẩn s của bảng phân bố đã cho như sau 
1. Chọn MODE cho phép tính thống kê : 

ấn 

2. Xoá những bài thống kê cũ 

ấn tần lượt [SHIFT | L=]. 

3. Nhập dữ liệu 

ấn liên tiếp 140 [SHIET|[; | 2 [BT] [BT] 

150 |SHIET]L; ] 3 [DT| 

Tương tự đối với các cột 160, 170, 180, 190. 
4. Gọi kết quả 

a) Để tìm x, ấn [SHIFT|[S-VAR |[ 1][= ] 
Kết quả là x = 169 (gam). 

b) Để tìm s, ấn [ SHIFT] [=] 
Kết quả cho giá trị x ø n > 13.5 ; đây chính là giá trị s cần tìm. 
5. Chú ý 

a) Không cần nhập đúng thứ tự của số liệu. 

Để gọi dữ liệu (đã nhập), ấn [~ |hoặc [v ] 

Có thể hiệu chỉnh số liệu hoặc tần số như sau 


Gọi số liệu (hay tần số) đó, rồi nhập giá trị mới và ấn|=]. giá trị mới sẽ thay thế 
giá trị cũ. 

Có thể xoá một dữ liệu bằng cách gọi nó lên, rồi ấn [ SHIET CL | (các 
dữ liệu còn lại sẽ tự động dồn số thứ tự lại). 


b) Đối với bảng phân bố tần số ghép lớp, ta sử dụng các giá trị đại diện của các 
lớp và làm tương tự: 


|5 


J2ã 


Bòi tập 


Tính phương sai và độ lệch chuẩn của bảng phân bố tần số đã được lập ở 
bài tập 1 và của bảng phân bố tần số ghép lớp cho ở bài tập 2 của §1. : 


Hai lớp 10C, 10Đ của một trường Trung học phổ thông đồng thời làm bài 
thi môn Ngữ văn theo cùng một đề thi. Kết quả thi được trình bày ở hai 
bảng phân bố tần số sau đây 


Điểm thi Ngữ văn của lớp 10C 


Tần số 


a) Tính các số trung bình cộng, phương sai, độ lệch chuẩn của các bảng 
phân bố tần số đã cho. 


b) Xét xem kết quả làm bài thi của môn Ngữ văn ở lớp nào là đồng đều hơn ? 


Cho hai bảng phân bố tần số ghép lớp 


Khối lượng của nhóm cá mè thứ I 


[06;0,8) | [048; 1,0) 
-Tần số | 4 6 


Lớp khối lượng (kg) 


[L0; 1⁄2) 


Khối lượng của nhóm cá mè thứ 2 


a) Tính các số trung bình cộng của các bảng phân bố tần số ghép lớp đã cho. 


b) Tính phương sai của các bảng phân bố tần số ghép lớp đã cho. 
c) Xét xem nhóm cá nào có khối lượng đồng đều hơn 2 


ÔN TẬP CHƯƠNG V 


Chỉ rõ các bước để 
a) Lập bảng phân bố tần suất ghép lớp ; 
bì L;: bảng phân bố tần số ghép lớp. 


2. Nêu rõ cách tính số trung bình cộng, số trung vị, mốt, phương sai và độ 
lệch chuẩn. 

3. Kết quả điều tra 59 hộ gia đình ở một vùng dân cư về số con của mỗi hộ 
gia đình được ghi trong bảng sau 


32 1 1 1 1 0.2 4 0 3 0 
LÔ 3 0 2 2 2 1 3 2 2 3 3 
2 2 4.3 2 2 4 3 2. 4 1 3 
01 3 2 3 1 4 3 0 2 2 1 
21 2 0 4 2 3 1 1 20 


a) Lập bảng phân bố tần số và tần suất ; 

b) Nêu nhận xét về số con của 59 gia đình đã được điều tra ; 

c) Tính số trung bình cộng, số trung vị, mốt của các số liệu thống kê đã cho. 
4. Cho các số liệu thống kê được ghi trong hai bảng sau đây 

Khối lượng (tính theo gam) của nhóm cá thứ 
645 650 645 644 650 635 650 654 
650 650 650 643 650 630 647 650 
645 650 645 642 652 635 647 652 


Khối lượng (tính theo gam) của nhóm cá thứ 2 

640 650 645 650 643 645 650 650 642 

640 650 645 650 641L 650 650 649 645 
640 645 650 650 644 650 650 645 640 


a) Lập bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp theo nhóm cá thứ 1 với các 
lớp là 
[630; 635); [635 ; 640) ;[640; 645); [645; 650); [650; 655]; 
b) Lập bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp theo nhóm cá thứ 2 với các 
lớp là 
[638;642), [642;646); |646;, 650), [650; 654]; 

c) Mô tả bảng phân bố tần suất ghép lớp đã được lập ở câu a) bằng cách vẽ 
biểu đồ tần suất hình cột và đường gấp khúc tần suất ; 


d) Mô tả bảng phân bố tần số ghép lớp đã được lập ở câu b), bằng cách vẽ biểu 
đồ tần số hình cột và đường gấp khúc tần số ; 
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e) Tính số trung bình cộng, phương sai và độ lệch chuẩn của các bảng phân 
bố tần số và tần suất ghép lớp đã lập được. 


Từ đó, xét xem nhóm cá nào có khối lượng đồng đều hơn. 
Cho các số liệu thống kê được ghi trong bảng sau 

Mức lương hàng năm của các cán bộ và nhân viên trong một công †¡ (đơn 
vị : nghìn đồng) 

20910 76000 20350 20060 


21410 20110 21410 21360 
20350 21130 20960 125000 


Tìm mức lương bình quân của các cán bộ và nhân viên trong công ti, số 
trung vị của các số liệu thống kê đã cho. 

Nêu ý nghĩa của số trung vị. 

Người ta đã tiến hành thăm đò ý kiến của khách hàng về các mẫu I, 2, 3, 4, 5 
của một loại sản phẩm mới được sản xuất ở một nhà máy. Dưới đây là bảng 
phân bố tân số theo số phiếu tín nhiệm dành cho các mẫu kể trên. 


2 3 4 5 


a) Tìm mốt của bảng phân bố tần số đã cho. 


Cộng 


b) Trong sản xuất, nhà máy nên ưu tiên cho mẫu nào ? 


Bòi tập trắc nghiệm 
Chọn phương án đúng trong các bài tập SaH' 
Cho bảng phân bố tần số 


Tiên thưởng (triệu đồng) cho cán bộ và nhân viên trong một công tỉ. 


Mốt của bảng phân bố tần số đã cho là 
(A) 2 triệu đồng ; (B) 6 triệu đồng ; 
(€©) 3 triệu đồng : (Ð) 5 triệu đồng. 


9.ĐẠI SỐ 10-B 


8. 


10. 


Cho bảng phân bố tần số 


Tuôi của 1ó9 đoàn viên thanh niên 


Số trung vị của bảng phân bố tần số đã cho là 
(A) 18 tuổi ; (B) 20 tuổi ; 
(C) 19 tuổi ; (D) 21 tuổi. 


Cho dãy số liệu thống kê : 21, 23, 24, 25, 22, 20. 

Số trung bình cộng của các số liệu thống kê đã cho là 
(A) 23.5 ; (B) 22; 

(C) 22,5; (D) 14. 

Cho dãy số liệu thống kê : I, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 


Phương sai của các số liệu thống kê đã cho là 


_(A)1; (B)2; 


11. 


2. 
3. 


(C3; . (D) 4. 

Ba nhóm học sinh gồm 10 người, 15 người, 25 người. Khối lượng trung 
bình của mỗi nhóm lần lượt là : 50 kg, 38 kg, 40 kg. Khối lượng trung bình 
của cả ba nhóm học sinh là 

(A)4I1,4kg;. (B) 42,4 kg; 

(026kg; (D) 37 kg. 


Bòi tập thực hành dònh cho cóc nhóm học sinh 
(mỗi nhóm từ 3 đến 5 học sinh) 


Chọn một lớp học trong trường rồi thực hiện các hoạt động sau 

Điều tra và thu thập các số liệu thống kê trên lớp học đã chọn theo một dấu 
hiệu nào đó do nhóm tự lựa chọn (ví dụ như số anh chị em ruột của từng 
gia đình ; thời gian dành cho học Toán ở nhà của mỗi học sinh ; chiều cao 


_của mỗi người trong lớp ; điểm kiểm tra Toán của từng học sinh trong kì 


kiểm tra gần nhất ;....). 
Trình bày, phân tích, xử lí các số liệu thống kê đã thu thập được. 
Rút ra kết luận và đề xuất các kiến nghị. 
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(Ï EUIIB VÌ BúE LƯỢNG BIRE. 


_ PŨIIB THỨ LƯIIIG BIAE 


Trong chương này, học sinh được cung cấp các khái niệm 
về đường tròn định hướng, cung và góc lượng giác (mở 
rộng khái niệm cung và góc hình học) chuẩn bị cho việc 

xây dựng khái niệm các hàm số lượng giác ở lớp 11. Cũng . 
trong chương này, học sinh được học các công thức lượng 
giác cơ bản nhất và biết vận dụng các công thức này để 
thực hiện các biến đối lượng giác. 


EUIIB Vũ BÓC LƯỢIN BIÓE. EũI16 THỨC LƯỢNG BIRE 


CUNG VÀ GÓC LƯỢNG GIÁC 


I~ KHÁI NIỆM CUNG VÀ GÓC LƯỢNG GIÁC 


1. Đường tròn định hướng và cung lượng giác 


Cắt một hình tròn bằng bìa cứng, đánh dấu 
tâm Ó và đường kính AA'. Đính một sợi dây 
vào hình tròn tại A. Xem dây như một trục số 
f:, gốc tại A, đơn vị trên trục bằng bán kính 
ÓA. Như vậy hình tròn này có bán kính ® = 1. 
Cuốn dây áp sát đường tròn, điểm 1 trên trục 
f: chuyển thành điểm Mị trên đường tròn, 
điểm 2 chuyển thành điểm Mạ, ... ; điểm -l 
thành điểm M¡, ... (h.39). 

Như vậy mỗi điểm trên trục số được đặt tương 
ứng với một điểm xác định trên đường tròn. 
Nhận xét 

a) Với cách đặt tương ứng này hai điểm khác 
nhau trên trục số có thể ứng với cùng một 
điểm trên đường tròn. Chẳng hạn điểm 1 trên 


trục số ứng với điểm #⁄¡, nhưng khi cuốn 
Ai VI: tròn một ng nữa thì có một Hình 39 


. 


b) Nếu ta cuốn tia A/ theo đường tròn như trên hình 39 thì mỗi số thực 
dương / ứng với một điểm Mí trên đường tròn. Khi / tăng dần thì điểm M 
chuyển động trên đường tròn theo chiều ngược chiều quay của kim đồng 
hồ. Tương tự, nếu cuốn tia A/"theo đường tròn thì mỗi số thực âm / ứng với 
một điểm Ä⁄ trên đường tròn và khi / giảm dần thì điểm M chuyển động 
trên đường tròn theo chiều quay của kim đồng hồ. 
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Ta đi tới khái niệm đường tròn định hướng sau đây : 


Đường tròn định hướng là một À 
đường tròn trên đó ta đã chọn một s 
chiêu chuyển động gọi là chiều 


dương, chiều ngược lại là chiều âm. 
Ta quy ước chọn chiều ngược với 
chiêu quay của kim đông hô làm 
chiều đương (h.40). Hình 40 


Trên đường tròn định hướng cho hai điểm A và 8. Một điểm Xí di động trên 
đường tròn luôn theo một chiều (âm hoặc dương) từ A đến Ö tạo nên một 
cung lượng giác có điểm đầu A điểm cuối B. 

Hình 41 cho ta hình ảnh của bốn cung lượng giác khác nhau có cùng điểm 
đầu A, điểm cuối ð. 


đ) b) C) đ) 
Hình 41 

Ta có thể hình dung một điểm &⁄ di động trên đường tròn từ 4 đến Ö theo chiều 
ngược với chiều quay của kim đồng hồ, nó lần lượt tạo nên các cung tô 
đậm trên hình 41. Nếu dừng lại ngay khi gặp Ö lần đầu, nó tạo nên cung tô 
đậm trên hình 41a), nếu nó dừng lại sau khi quay một vòng rồi đi tiếp gặp 
B lần thứ hai nó tạo nên cung tô đậm trên hình 41b),... 

Khi #⁄ di động theo chiều ngược lại, nó tạo rên cung tô đậm trên hình 41d) 
nếu nó dừng lại khi gặp Ö lần đầu,... 

Mỗi lần điểm ẤM di động trên đường tròn định hướng luôn theo một chiều 
(âm hoặc dương) từ điểm A và dừng lại ở điểm Ö, ta được một cung lượng 
giác điểm đầu A điểm cuối 8. Như vậy | 


Với hai điểm A, B đã cho trên đường tròn định hướng ta có vô 
số cung lượng giác điểm đầu A, điển cuối B. Mỗi cung như 


vậy đều được kí hiệu là ÁỀ. 


CHÚ Ý 
Trên một đường tròn định hướng, lấy hai điểm A và Ö thì 


Kí hiệu 48 chỉ một cung hình học (cung lớn hoặc cung bé) 
hoàn toàn xác định. 


Kí hiệu ÁÈ chỉ một cung lượng giác điểm đầu A, điểm cuối B. 


2. Góc lượng giác D 
Trên đường tròn định hướng cho một 


cung lượng giác È (h.42). Một điểm M 
chuyển động trên đường tròn từ € tới D 


tạo nên cung lượng giác È nói trên. C 
Khi đó tia ÓM quay xung quanh gốc Ó 

từ vị trí ÓC tới vị trí OD. Ta nói tỉa OM Hình 42 
tạo ra một góc lượng giác, có tia đầu là 
ÓC, tia cuối là ÓD. Kí hiệu góc lượng. 
giác đó là (ÓC, ÓØD). 


3... Đường tròn lượng giác 

Trong mặt: phẳng toạ độ Óxy vẽ đường 
tròn định hướng tâm Ó bán kính ®& = ] 
(h.43). 

Đường tròn này cắt hai trục toạ độ tại 
bốn điểm A(1 ; 0), A(-1 ; 0), 8(0 ; ID), 
(0; -1). Ta lấy A(1 ; 0) làm điểm gốc 
của đường tròn đó. 


Hình 43 


Đường tròn xác định như trên được gọi là đường tròn lượng giác (gốc A). 


II - SỐ ĐO CỦA CUNG VÀ GÓC LƯỢNG GIÁC 
1. Độ và rađian 


a) Đơn vị rađian 


Đơn vị độ đã được sử dụng để đo góc từ rất lâu đời. Trong Toán học và Vật 
lí người ta còn dùng một đơn vị nữa để đo góc và cung, đó là rađian (đọc là 
ra-đi-an). : 
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Trên hình 39 ta thấy độ dài cung nhỏ AM) bằng 1 đơn vị, tức là bằng độ đài 
bán kính. Ta nói số đo của cung AM) (hay số đo của góc ở tâm AOMN ) bằng 
| rađian (viết tắt là 1 rađ). Tổng quát 
Trên đường tròn tuỳ ý, cung có độ dài bằng bán kính được gọi 
là cung có số đo 1 rad. 
b) Quan hệ giữa độ và rađian 
Ta biết độ dài cung nửa đường tròn là œx®, nên trong hình 43 số đo của 
cung AA` (hay góc bẹt AOA") là x rad (vì R= 1). Vì góc bẹt có số đo độ là 
180 nên ta viết 1807 = zø rad. 


Suy ra 


Với r ~ 3,14 thì 1Ÿ ~ 0,01745 rad và 1 rad ~ 571745". 
CHÚ Ý 
Khi viết số đo của một góc (hay cung) theo đơn vị rađian, 
người ta thường không viết chữ rad sau số đo. Chẳng hạn cung 


ñ được hiểu là cung 5 rad. 


Bảng chuyển đổi thông dụng 


1 
®\, dụng máy tính bỏ túi để đổi từ độ sang rađian và ngược lại. 
Nếu dùng máy tính CASIO fx-500MS ta làm như sau 
a) Đổi 35°47'25" sang rađian 
Ấn ba lần phím .MODE | rồi ấn |2] để màn hình hiện chữ [R | Sau đó ấn liên tiếp 


ERIERIIIEIESILIIINRESIERIRNREziini 
DRG >_ |1) 


cho kết quả 0.6247 (đã làm tròn đến bốn chữ số thập phân). 
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b) Đổi 3 rad ra độ 
Ấn ba lần phím 'MODE lrồi ấn [7] để màn hình hiện chữ |D |. Sau đó ấn liên tiếp 
[3]ÍsHiFT][DRG + J[z][=][sHET) [°"] 


cho kết quả 171753'14” (đã làm tròn đến giây). 


c) Độ dài của một cung tròn 


Trên đường tròn bán kính ®, cung nửa đường tròn có số đo là 7 rad và có 
độ dài là . Vậy 
Cung có số đo Œ rad của đường tròn bán kính R có độ dài 


[=8] 

2. Số đo của một cung lượng giác 
Ví dụ. Xét cung lượng giác ÁÈ trong hình 44a). Một điểm Mí di động trên 
đường tròn theo chiều dương. Khi M di động từ A đến Ö tạo nên cung h 
đường tròn, ta nói cung này có số đo 2 sau đó đi tiếp một vòng tròn nữa 


(thêm 27), ta được cung lượng giác ÁÈ có số đo là 2 + 27m = = 


Tương tự, cung lượng giác ÁÈ trong hình 44b) có số đo là 


^ L2n+2n= 2T, 
2 2 


- Cung lượng giác ÁÈ trong hình 44c) lại có số đo là 


_Ã _2n_2„— 2n = -^, 
4 - 4 


Hình 44 
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Từ các ví dụ nêu trong hình 44 ta thấy 
Số đo của một cung lượng giác ÁM (A #M) là một số thực, 
âm hay dương. ": 
Kí hiệu số đo của cung ẤM là sả ÁM. 


2 
Cung lượng giác Á (h.45) có số đo là bao nhiêu 2 


GHI NHỚ 


Số đo của các cung lượng giác có cùng 
điểm đầu và điểm cuối sai khác nhau một 
bội của 27m. Ta viết 


Hình 45 
sđ Á! = ơ+ k2n,ke Z 


trong đó ø là số đo của một cung lượng giác tuỳ ý có điểm đầu là A và 
điểm cuối là M. 


Khi điểm cuối Mí trùng với điểm đầu A ta có 
sđ ÁÀ = k2mn, ke Z; 
khi &= 0 thì sđ ÁÄ = 0. 
Người ta cũng viết số đo bằng độ. Công thức tổng quát của số đo bằng độ 


của các cung lượng giác ÁM là 


sđ ÁM = a° + 3609, ke Z 


trong đó z” là số đo của một cung lượng giác tuỳ ý có điểm đầu là A và điểm 
cuối là M. 
3. Số đo của một góc lượng giác 


Ta định nghĩa 
Số đo của góc lượng giác (OA, ÓC) là số ảo của cung lượng 


giác ÁÈ tương ứng. 
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3 
Tu số đo của các góc lượng giác (ÓA, ÓE) 
và (ÓA, OP) trên hình 46 (điểm £ là điểm 


l vai 2 — = ÏÌ —= 
chính giữa của cung A'B', AP= 3 AB). 


Viết số đo này theo đơn vị rađian và theo 
đơn vị độ. 


CHÚ Ý : Hình 4ó 


Vì mỗi cung lượng giác ứng với một góc lượng giác và ngược 
lại, đồng thời số đo của các cung và góc lượng giác tương ứng 
là trùng nhau, nên từ nay về sau khi ta nói về cung thì điều đó 
cũng đúng cho góc và ngược lại. 


4. Biểu diễn cung lượng giác trên đường tròn lượng giác 


Chọn điểm gốc A(I ; 0) làm điểm đầu của tất cả các cung lượng giác trên 
đường tròn lượng giác. Để biểu diễn cung lượng giác có số đo # trên đường 
tròn lượng giác ta cần chọn điểm cuối Ä⁄ của cung này. Điểm cuối Ä⁄ được 


xác định bởi hệ thức sđ Áf = ø. 


Ví dụ. Biểu diễn trên đường tròn lượng giác các cung lượng giác có số đo 


lần lượt là 
2 
a), b) -765”. 
4 
Giải 
= _” + 3.27 


Vậy điểm cuối của cung " là điểm 


chính giữa M của cung nhỏ 48 (h.47). 
b) -765” = -45” + (—2).3600. 


Vậy điểm cuối của cung -765 là điểm 


chính giữa N của cung nhỏ 4#  (h.47). Hình 47 
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Bòi tập 
Khi biểu diễn các cung lượng giác có số đo khác nhau trên đường tròn 


lượng giác, có thể xảy ra trường hợp các điểm cuối của chúng trùng nhau 
không ? Khi nào trường hợp này xảy ra ? 


Đổi số đo của các góc sau đây rà rađian 


a)189; b) 57930'; 
c)-25°; d)—125945'. 
Đổi số đo của các cung sau đây ra độ, phút, giây 

hị 3m 

_. b)<——; 
3) I§ ` - ) l6 

3 

—~2 ; đ) —. 

c) ) P 


Một đường tròn có bán kính 20cm. Tìm độ dài của các cung trên đường 
tròn đó có số đo 


TU ° 

a)—; b) 1,5; c)37". 

) 1Š 

Trên đường tròn lượng giác hãy biểu diễn các cung có số đo 
51m o 

) P ) 

Si d)—225°. 


Trên đường tròn lượng giác gốc A, xác định các điểm ÄM⁄ khác nhau, biết 
rằng cung ÁM có số đo tương ứng là (trong đó & là một số nguyên tuỳ ý) 


a) km; b) k—; c) kỗ. 
| 2 3 


Trên đường tròn lượng giác cho điểm M xác định bởi sđ Á' = œ (0 < œ <S). 
Gọi Ä#f,,M;,M; lần lượt là điểm đối xứng của Ä⁄/ qua trục Óx, trục Óy và 


gốc toạ độ. Tìm số đo của các cung Ái, ÁMa, ÁMa. 


GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG 


I[— GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA CUNG z 


*# 1 

Nhắc lại khái niệm giá trị lượng giác của góc ø, 0< ø< 1800. 

Ta có thể mở rộng khái niệm giá trị lượng giác cho các cung và góc lượng giác. 
1. Định nghĩa 

Trên đường tròn lượng giác cho cung 


ÁM có sử ÁN =ø (còn viết. Á! =ø) 
(h.48). 

Tung độ y= ÓK của điểm ẤM gọi là sin 
của # và kí hiệu là sinø. 


sin#= ÓK. 


Hoành độ x = ØH của điểm M gọi là 
côsin của # và kí hiệu là cos Z. 


nã 


: .„ „ SĨ 
Nếu cosz #0, tỉ số 
COS Ø# 


còn dùng kí hiệu tgZ) 


gọi là tang của ø và kí hiệu là tan (người ta 


Sin# 


tan# = : 
CoS Ø 


OSØ 


In#ø 
còn dùng kí hiệu. cotg # ) 


Nếu sinø #0, tỉ số gọi là côtang của # và kí hiệu là cot# (người ta 


cosøa 


Cot# = — : 

Sin # 

Các giá trị sin#, cosơ, tanơ, cotœ được gọi là các giá trị 

lượng giác của cung đ. 

Ta cũng gọi trục tụng là trục sin, còn trục hoành là trục côsin. 
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CHÚ Ý 
1. Các định nghĩa trên cũng áp dụng cho các góc lượng giác. 
2. Nếu 0” < z< 180” thì các giá trị lượng giác của góc ø chính là 
các giá trị lượng giác của góc đó đã nêu trong SGK Hình học 10. 
: 
¿ ._ 25T o ° 
Tính sin Ta” cos(~240”), tan(—405 ˆ). 


2. Hệ quả 
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1) sinø và cos# xác định với mọi œ€ I. Hơn nữa, ta có 
sin(+ k2n) = sinø, Vk€e Z2; 
cos(# + k27n) = cos, Vk€ 2. 
2) Vì T—1 < OK <1;—1 < ÓH < I (h.48) nên ta có 
—l<sin#< ] 
—l <cosø< ]. 
3) Với mọi me IR mà —1 <m < 1 đều tồn tại # và / sao cho sin# = ø và 
cos ổ = mi. 
4) tanơ xác định với mọi  # 5 + kn (ke Z). 
Thật vậy, tan# không xác định khi và chỉ khi cosz = 0, tức là điểm cuối 
M của cung ÁM trùng với B hoặc Ö' (h.48), hay # = 2 + km (ke 2). 


5) cotZ xác định với mọi # # k7 (ke 2). Lập luận tương tự 4). 
6) Dấu của các giá trị lượng giác của 
góc ø phụ thuộc vào vị trí điểm cuối 


của cung ÁM =œ trên đường tròn 
lượng giác (h.49). _ 


Hình 49 


Bảng xác định dấu của các giá trị lượng giác 


Góc phần tư 
. | li II IV 
Giá trị lượng giác : 
COS # + _ _ + 
sin # + + — x 
tan + — + — 
cot # + — + — 
3. Giá trị lượng giác của các cung đặc biệt 
TL Tt TL Tt 
6 4 3 2 
. | 
sịn 0 — 42 3 L. 
2 2 2 
cos ø lÏ v3 v2 — 0 
2 2 2 
tan 0 - l 43 Khê ác định 
“ tan —— öng Xac địn 
v3 Ề Ị 
t Khô ác định Xe l : 0 
col 4 —= 
ông xác địn 3 v3 


II - Ý NGHĨA HÌNH HỌC CỦA TANG VÀ CÔTANG 


3 
RẺ, định nghĩa của sinøz và cosøz, hãy phát biểu ý nghĩa hình học của chúng. 


1. Ý nghĩa hình học của tan øz 


Từ A vẽ tiếp tuyến ?4¿ với đường tròn lượng giác. Ta coi tiếp tuyến này là 


một trục số bằng cách chọn gốc tại A và vectơ đơn vị ¡ = O8. 
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Cho cung lượng giác Á' có số đo là ữ 
(ơ # ñ + km). Gọi 7 là giao điểm của 


OMM với trục 7'A¡ (h.50). 
Giả sử 7 không trùng với A. Vì MH //AT, 


„AT OA xu 
ta CÓ —— =——. Từ đó suy ra 
HM OH 
_AT _ OA 
—=——=——., (1) 
HM OH 


Vì HM =sinơ, OH = cosứ và ÓA = Ì 
nên từ (1) suy ra 
san HM AI —— 
tan œ = =——==—-_- Ai. 
cosz  (OH OA 
Khi 7 trùng A thì ø = km và tanz =0. Vậy 


| tanœ được biểu diễn bởi độ dài đại số của vectơ AT` trên trục tAI. 
Trục UAt được gọi là trục tang. 


2. Ý nghĩa hình học của cot z 
Từ ð vẽ tiếp tuyến s/Bs với đường tròn 
lượng giác và xác định trên tiếp tuyến 
này một trục có gốc tại Ö và vectơ 
đơn vị bằng ÓA. 


Cho cung lượng giác ÁN có số đo là 
ơ (ơ # kr). 

Gọi Š là giao điểm của OMí và trục 
#'Bs (h.51). 

Lí luận tương tự mục trên, ta có 


cotœ được biểu diễn bởi độ dài đại số của vectơ BS trên trục . 
$Bs. Trục s'Bs được gọi là trục côfang. 
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4 ` 
/ N Từ y nghĩa hình học của tanz và cotz hãy suy ra với mọi số nguyên &, 


tan(z + kx) = tan ø, cot(Ø + km) = coLở. 


{II - QUAN HỆ GIỮA CÁC GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC 


1. Công thức lượng giác cơ bản 


Đối với các giá trị lượng giác, ta có các hằng đẳng thức sau 


..2 2 
sin + cos“ø= Ì 
2 1 TL 
l+tan ø= NG ưZ# —+kn, ke Z 
coS“ 2 
2 
L+cotLa==— › Œ#kmtA6 ke Z 
SsiIn“ ø 
kĩ . 
tan. cotø= Ì, ứ# 2€ 2. 


5 
Ñ, định nghĩa của sinz, cosz hãy chứng minh hằng đẳng thức đầu tiên, từ đó suy 


ra các hằng đẳng thức còn lại. 

2. Ví dụ áp dụng 
l : 3... 7m 
Ví dụ I. Cho sin ø = z; với 2 


" ¿ 2 . 2 
Giai. Ta cô cos“œ = [| — sin “ø= 


< ø<r: Tính cos ø. 


lồ: do đó cos ø = +., 
25 5 


Vì 2 < œ<rr nên điểm cuối của cung # thuộc cung phần tư thứ II, do đó 


cos ø < Ô. 


4 
Vậy cos #= = 


Š 4.3 . 
Ví dụ 2. Cho tan #=~e, với = < #< 2z. Tính sin ø và coS Ø. 


10.ĐẠI SỐ 10-A 
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Giải. Ta có 


coS Œ= = b = 23 
Ì + tan? ø ... 4I 
25 
+5 
SUV Tâ COSØZ= —=- 
vai 


Vì 5 < #< 2m nên điềm cuối của cung ø nằm ở cung phần tư thứ IV, do 


5 
đó cos z > 0. Vậy cos= ——-: 
h đã] 
¬ 4 5 4 
Từ đó sin ø = tanø. cOSz = ——-—— =—-—=. 
5 /4I_ V41 
Ví dụ 3. Cho ở #2 + km ki 7, 


COSØ + SInø 


cos “4 


⁄ - È 3 2 
Chứng minh rằng = tan + tan“ #+ tan ø + l1. 


. 2ø ` H5 ^ ⁄ 2 h ~ + » ⁄4 X 
Giải. VÌ ở z 2 + kx nên cos z # 0, do đó cả hai vế của đăng thức cần 


chứng minh đều có nghĩa. Ta có 
COSZ +Sinz _ 1 COSØZ + SINø 


cos3 ữ cos2 ữ cosa 


=(1+ tan 2) (1 +tanø) 


= tan” ø + tan? ø + tanø +. 


3. Giá trị lượng giác của các cung có liên quan đặc biệt 
1) Cung đối nhau : ứ Và —ơ. 
Các điểm cuối của hai cung z= Á 


và -z= Á'' đối xứng nhau qua trục 
hoành (h.52), nên ta có 


COS(—Ø) = COS đ 
sin(—2) = —sIn ø 


tan(—-ø) = -tan ø 
cot(—ø) = —cot Ø. Hình 52 
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2) Cung bù nhau : Œ và TL— Œ. 


Các điểm cuối của hai cung œ= ÁM và 
tơ" „. „ 

Tt— œ= Ảm' đối xứng nhau qua trục tung 

(h.53). nên ta có 


SInŒt T— 2) =sinø 


COS (7t — Ø#) = —cOS # 


tan{ŒI — đ) = —-tanø 


coOt(7t — đ) = — cOt Ø. 


3) Cung hơn kém 71: œ và (œ+ Tì). 

Các điểm cuối của hai cung # và (œ+ m) đối 
xứng nhau qua gốc toạ độ Ó (h.54), nên ta có 
sin(Z + 6) =—sinø 
COS(Ø + TL) = —COS Ø 


tan(# + 7) = tan # 


COt(Ø# + 7) = COL Ø. 


4) Cung phụ nhau : ở và k — z] Hình 54 


z sa X3 . „ | 7t = ˆ và 
Các điểm cuối của hai cung ứ và k _ Zj) đối xứng nhau qua phân giác đ 


của góc xÓy (h.55), nên ta có 


Hình 55 
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6 


Tính cos| ) TC 
4 6 


, sin(-I380°). 


Bỏi tập 
1. Có cung ø nào mà sinzø nhận các giá trị tương ứng sau đây không ? 
4 5 
-) 60A0 Ác BỊ e) =2; đ) NEỆ 
7 2 
2. Các đẳng thức sau có thể đồng thời xảy ra không ? 


3 


l DA 
a) SiIn#= —— Vvàc0Sứ= — ; 
3 3 


b) sinø= = Và COS #= =. i 
5 5 
c) sinø = 0,7 và cos z= 0,3. 


3. Cho0<ø :. Xác định dấu của các giá trị lượng giác 


a) sin(ø — 1} ÿ b) co — zÌ| 
T 
€) tan(ø + 7) ; đ) co|a +5). 
4. Tính các giá trị lượng giác của góc z, nếu 
ầ . 
a) cosư =-—— và0< ø<=; b) sinz= —-0,7 TỶ. 
13 2 2 
c) tang =——C VÀ T <<: đ) cotø= -3 và CC <ø<2m 


5. Tính ø, biết 


Aa)coSsœ= ]; b)cosz=-—l; 
€) cCOsœ= 0; d)snz= ]l; 
©)sIinø=-—l; Ð sinz= 0. 
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CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 


I- CÔNG THỨC CỘNG 
Công thức cộng là những công thức biểu thị cos(a + b), sin(a + b), tan(a + b), 
cot(z + ö) qua các giá trị lượng giác của các góc a và b. Ta có 
cos(a — ð) = cosacosÖ + sinasinb 
cos(đ + ö) = cosacosÖ — sinasinb 
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb 
sin(đ + b) = sinacosÖ + coszsinb 
Tan a — tanb 


tan(— b)=—————— 
l + tanatan b 


tanz + tanb 


_tan(a + b)= . 
l — tanatan b 


Với điều kiện là các biểu thức đều có nghĩa. 
Ta thừa nhận công thức đầu. Từ công thức đó có thể chứng minh dễ dàng 
các công thức còn lại. Chẳng hạn 


cos(4 + ð) = cos[đ — (—)] = cosacos (—b) + sinasin(—b) 


= COS4CcOS Ö — sinasinj. 


sin(2 — ð) = cos Ẹ —(a— 9) = COS lỆ — 2] + ì 
_ cos|Z — ø]eosb — §Iin Ẹ — a]sn6 
2 2 


= SInacos Ð — cosasinb. 


1 
xã chứng minh công thức sin(z + b) = sinacosb + coszsinb, 
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Ví dụ ï. Tính tàn” 


Giải. Ta có 


tan — ~ tạn— 
KẾ: 4 ._v3-I 


_Ví dụ 2. Chứng minh rằng 
sin(a + ð) _ tang + tan? 
sin(a-_—b)  tana~— tanh 


Giải. Ta có 
sin(z + ð) _ sinacosb + coszsinb 
sin(-— )  sinacosö — coszsinb 


Chia cả tử và mẫu của vế phải cho coszcosở, ta được điều phải chứng minh. 


II - CÔNG THỨC NHÂN ĐÔI 
Cho a = ö trong các công thức cộng ta được các côbg thức nhân đôi sau. 


sin2a = 2sinacosa: 


2 .2 . 
COS2đ = cOS 4 — SIn 4 = 2cos”a—l=1— 2sin? a 


2tana 


I— tan” đ 


tan2a = 


Từ các công thức nhân đôi suy ra các công thức 


2 l+ cos2a 

COS“@ =——————— 
2 

2 l — cos2a 

sin“ˆ@ =————— 
2 
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2 l — cos2a 
tan“ =———————' 
l+cos2a 
Các công thức này gọi là các công thức hạ bậc. 
z ¬¬ l, : 
Ví dụ I. Biết sina + cosa = 2” tính sin2a. 


" „ 2 2 . 2 : 
Giải. Ta có ] = sin“a + cos“a = (sina + cosđ)“ — 2sinacosđ 


] 2 
= (;) — sIn2a. 
2 - 


Suy Ta sin24 = _ 


Ví dụ 2. Tính coST- 


2. „N2 
Giai. Ta cố —— = cos^~ = 2coOS 
2 4 


2 
Suy ra 2cos”—=]+ X2. 
8 2 


2+2 


Vậy cos” “ = 
8 4 


2+2 


Vì cos— >0 nên Suy ra cos— = 
8 8 2 


IH — CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI TÍCH THÀNH TỔNG, 
TỔNG THÀNH TÍCH 


1. Công thức biến đổi tích thành tổng 


COSđcCOSÖ = 2leos(a ~ b) + cos(a + b)| 


. : | 
sinasin b = 2|eos(4 — b)— cos(a + b)| 


¬ l Í 
sinđcosử = 2Isina — b)+ sin(a + b)|. 


Các công thức trên được gọi là các công thức biến đổi tích thành tổng. 
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2 : 
SI, các công thức cộng, hãy suy ra các công thức trên. 


Ví dụ ï. Tính giá trị của các biểu thức 


Giải. Ta có 


¬- 3m T E mj . Ẹ B) 
Á =sin-cos—— = —| sin| ———|+sin| + — 
8 8 2 8 8 8 8 
lỊ. [ =) ¬- I 2] 
=—| sin|- —|+sin—|=-—|l-—|; 
2 4 2 2 2 


. lầm. 5m | Kì m E 3) 
B =sin——sIn— = —| cos| —— — — |_— cosÌ — +_—— 


24 24 2 24 24 24 24 
Í n m) BỆ 2] 1+ ý2 
= —| C0S— — C0S——| =~| + —|= : 
2 3 4 2\2_.2 4 


2. Công thức biến đổi tổng thành tích 


3 
® cách đặt w = a — b, v = a+b, hãy biến đổi cos w + cosv, sinz + sin v thành tích. 


Ta gọi các công thức sau đây là các công thức biến đổi tổng thành tích 


w+Yy —V 


COS/ + COSV = 2COS 


, MTV... H—YVY 
COS — COSV = ~2sIn - 


R . , WMT+V MH— 
Sinw + sinv = 2sIn 


- : MTV , HTV 
SIN1⁄ — sinv = 2cos 


Ví dụ 2. Tính 


hi 5m 71m 
Á = cos— + COS—— + COS——- 
9 9 


9 
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1. 


Giải. Ta có 
[ 7 =Ị] 51x 
Á =| cos— +cos—— |+ cos— 
9-9 


47m 1 [ mỊ 
= 2COS——COS— — COSÌ #— — 
9 3 9 


41m 4m 
= COS—— — COS—— = Ô. 
9 9 
Ví dụ 3. Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta có 


sinA + sin 8 + sinC = 40s 6032 co 


Giải. Trong tam giác ABC ta có A + B+C =n. 


Từ đó suy ra 28 „®_€ 

2 22 
¬ .. A+B Œ .,€C A+bB 
Vì vậy, sin = COS—, SIN— = COS 


Bây glờ ta có. 


> 
+ 

tt 
| 


sin A + sin 8 + sinŒ = 2sin 


s[ A-B 28) 
= 2COS—| COS + COS 
2 2 2 


A B C 
= 4COS—COS—COS——- 
2 2 2 


Bỏi tập 
Tính 


a) cos2257, sin 240”, cot(~15), tan75” ; 


, 
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2. Tính 


7 ¬ | 14 
s)eo| z ca]. biết sin# = —= vàŨ< ø< —. 
3 3 2 


b) tan ø -TÌ biết cos ø = _1 và “ <ø<1. 
4 3 2 
c) cos(z + Ð), sin(z — b), biết 
sina =S: 09 <a< 907 và sinb= T 909 < b< 180”. 
3... Rút gọn các biểu thức | 


a) sin(ø + b) + sỉn k ~ a sin(c) 
b) co| + a|eo|[5 — z] + Jsin2 a 
4 `4 2 


c) cos|5 — a]sn 5 — ›] — sin(a — ð). 


4. Chứng minh các đẳng thức 
cos(a — b) _ cotzcotb + Ì 
cosø+b)  cotacotb-— Ì 


2 2 


a— sin“b = cos2 b - cOS“ a. 


2a~ sin“b =cos”b— sinf 4. 


b) sin(ø + b)sin(ø — b) = sin 


€) cos(đ + b)cos(đ — b) = cos 
5. Tính sin2ø, cos2a, tan2a, biết 


a) sina = —Ũ,6 VÀ 7< a .— 


b) cosđ =— VÀ “<<. 
13 2 
có, 1. 3n 
C) SInđ + €OSđ = — Và — <<. 
2 4 


6. Cho sin2a= == và Mã <a<1T. 
9 2 


Tính sina và cosa. 
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7. Biến đổi thành tích các biểu thức sau 
Aa) Í — §Sinx; b)l +sinx; 
c€)l+2cosy; . đ)1— 2sinx. 
sinx + sin3x + sin5x 


8. Rút gọn biểu thức A = 
COSX + COS3x + COS5xX 


ÔN TẬP CHƯƠNG VỊ 


I1. Hãy nêu định nghĩa của sinø, cosø và giải thích vì sao ta có 
sin(ø + k2mn) = sinø ; &k € V2 
cos(ø + k2mn) =coSøđ; ke 2. 

2. Nêu định nghĩa của tanø, cotø và giải thích vì sao ta có 
tan(ø + k7) = tanø, ke Z2 ; 
cot (# + km6) = cotø, ke 2. 

3. Tính 


. „ 2. 17 
a) sIn ø, nếu coS # = —” và 2 <ữ<1; 


„ 3m. 
b) cos ø, nếu tan  = 242 VàTt < œ < _ : 


cu 2 3n 
€) tan z, nếu sin # = ¬3 _ << 2T ; 


s ¬ 
đ) cot z, nếu cos # = " vào <<. 


4. Rút gọn các biểu thức 


2sin2ø — sin4ø : 1+ cos7 ữ . 
A) ———; b) tanø| —————- SInøđ |; 
2sin2ø + sin4ø 


sin ø 
sn(Z = ø |+ eosLŠ ~ g) : : : - 
©) 4 4 : đ sin 5 — sin3ø 
¬w x. \' 2cos4z - 
——Ø# |—COS| —— ø 
ST ) Ệ 
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5... Không sử dụng máy tính, hãy tính 


P9) 

a) KuSZ R b) sin Cà : 

3 4 

LÔ 

€) sin Cu — tan chà : đ) cos” li sin" Iế 

3 3 § 8 

6. Không sử dụng máy tính, hãy chứng minh 

a) sin75' + cos75” = : h b) tan267? + tan93” =0; 
c) sin65° + sin55° = A/3cos5P ; “đ) cos12” — cos48° = sin18°. 


7. Chứng minh các đồng nhất thức 


: _- 
SInx + sin— 

l — cosx + cos2x 3 x 

â) —— = Colx ; Đb) ———————— -= tạn— ; 


sin 2x — SInx lộ cấy jœ tu 5 
2 
2cos2x-sin4x - In(x — 
e hước ¿GÀ bcincol St =n2[5=x] : đ) nh ro can ĐÀ 2. 
2cos2x + sin4x 4 COS X COS y 


8. Chứng minh các biểu thức sau không phụ thuộc x 


a)A = sn(Z + +] — co — ) : 
4 4 


c)C= sin” x + co — x]ee[5 + +] h 


ABC l— cos2x + SỈ 2. not v 


l + cos2x + sin2x 
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Bòi tập trắc nghiệm 
Chọn phương án đúng trong các bài tập sau 


9, Giá trị sin K= là 


v3. 1T. v2 1 
(A) rx Œ) 2; (Ó 5" (D) 3 
. 3n... › 
10. Cho cosø = _ VỚI  < 4< ^” Giá trị tanz là 
-4 2 | 2 
A)=; (B) —=; C)--—=; D 
_— NG _ ạ= % 


1l. Cho a= =, Giá trị của biểu thức cos3ø + 2cos( — 3a) sin ị —], saÌlà 


1 3 2-B 
(A) P_ (B) rx (C) 0; (D) P 


2cos7 5- | 
12. Giá trị của biểu thức 4 = ——————“———— là 


. 2T Hả 
l+ 8sin? geos” — 


— V3 _J3. 2 J2- 
———- ——— › mm D)—. 
(A) 27 (B) ˆ” (QC) x ( > 


¬ 4sina + 5 Ộ 
13. Cho cota =-L. Giá trị của biểu thức 8 = < 184 + 36934 1. 
2 2sina —- 3cosa 


_ 1 5 2 
(A) 17 ( )5 (C) 9 
14. Cho tanø = 2. Giá trị của biểu thức € = —m là 
sin a + 2cos 4a 
= 8 10 
A)—: (B) 1; œ —-—; D)ì -—“ 
(A1: ——¬ mm 
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CHỈ DẪN LỊCH SỬ 


Như mọi khoa học khác, Lượng giác phát sinh từ nhu cầu của đời sống. Sự phát 
triển của ngành Hàng hải đòi hỏi phải biết xác định vị trí của tàu bè ngoài biển 
khơi theo Mặt Trời lúc ban ngày và theo các vì sao lúc ban đêm. Các cuộc chiến 
tranh đòi hỏi phải biết xác định những khoảng cách lớn và lập những bản đồ. 
Người nông dân cần biết sự thay đổi của thời tiết trong năm để sản xuất cho kịp 
thời vụ, nên phải có lịch, v.v... 


Các nhu cầu kể trên đã làm cho môn Lượng giác phát sinh và phát triển. Trước 
hết các nhà toán học Hy Lạp đã góp phần đáng kể vào việc phát triển môn 
Lượng giác và sau đó Ơ-le là người đã xây dựng Lí thuyết hiện đại về Hàm số 
lượng giác trong cuốn "Mở đầu về Giải tích các đại lượng vô cùng bé" xuất bản 
năm 1748. 


Ơ-LE 


Ơ-le là một trong những nhà toán học lớn nhất từ xưa đến 
nay. Ông sinh tại Ba-lơ (Thuy Sĩ). Ông đã phát triển tất cả 
các ngành Toán học, từ những vấn để rất cụ thể như 
đường tròn Ơ-le, cho tới những khái niệm hiện đại nhất 
nằm ở mũi nhọn của tiến bộ trong thời đại ông. - 

Ơ-le đã tiến hành nghiên cứu những đề tài khoa học rất 
đa dạng như Cơ học, Lí luận âm nhạc, Lí thuyết vẽ bản đồ 


L.Ơ-LE địa lí, Khoa học hàng hải, các vấn đề về nước triều lên xuống, 
(Leonhard Euler, v.v... Ông thường bổ sung, hoàn bị những lí thuyết Toán 
1707 - 1783) học cũ, và nghiên cứu thêm những lí thuyết Toán học mới. 


Trong cuộc đời mình, Ơ-le đã viết trên 800 công trình về Toán học, Thiên văn và - 
Địa lí. Ông đã đặt cơ sở cho nhiều ngành Toán học hiện nay đang được dạy ở 
bậc đại học. 


Ơ-le là người rất say mê và cần cù trong ¬— 
công việc. Ông không từ chối bất kì việc g, —_—- =====—= 

dù khó đến đâu. Chẳng hạn, để giải một bài = P TỶ 
toán thiên văn, mà nhiều nhà toán học khác Z 

đòi hỏi một thời gian vài ba tháng, thì ông ¬ 

đã giải xong chỉ trong ba ngày. Do những cố 
gắng phi thường đó ông đã mắc bệnh và ' 
hỏng mất mắt phải. Về sau,'ông bị mù cả 
hai mắt. Tuy thế, ông vẫn tiếp tục lao động sex. \'-: 
sáng tạo và không ngừng cống hiến xuất == 
sắc cho khoa học trong suốt 15 năm cuối 

đời mình. 


Tên của Ơ-le được đặt cho một miệng núi lửa ở phần trông thấy được của Mặt Trăng. 


11.ĐẠI SỐ 10-B 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


I— Câu hỏi 


1. 


Hãy phát biểu các khẳng định sau đây dưới dạng điều kiện cần và đủ 
Tam giác ABC vuông tại A thì 8C” = AB? + AC”. 
Tam giác ABC có các cạnh thoả mãn hệ thức 8C” = AB? + AC” thì 
vuông tại A. 
Lập bảng biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số 
a)y=_—-3x+2; b)y=2x”; c)y=2x”-3x+ l, 
Phát biểu quy tắc xét dấu một nhị thức bậc nhất. Áp dụng quy tắc đó để 
giải bất phương trình 
(3x - 2X - x) > 
2-7x)  —~ 
Phát biểu định lí về đấu của một tam thức bậc hai ƒ{x) = ai +x+ec. 
Áp dụng quy tắc đó, hãy xác định giá trị của z để tam thức sau luôn luôn âm. 
ƒ(z)= -2x+3x+1— 


Nêu các tính chất của bất đẳng thức. Áp dụng - một trong các tính chất đó, 
hãy so sánh các số 23000 và 47000. 


a) Em hãy thu thập điểm trung bình học kì I về môn Toán của từng học 
sinh lớp mình. 


b) Lập bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp để trình,bày các số liệu 
thống kê thu thập được theo các lớp [0 ; 2), [2 ; 4), [4 ; 6), [6 ; 8), [8 ; I0]. 


Nêu các công thức biến đổi lượng giác đã học. 

Nêu cách giải hệ hai bất phương trình bậc nhất hai ẩn và giải hệ 
2x+y>] 
l —3y <]. 


II - Bài tập 


l1. 


Cho hàm số ƒ(x) = —. +8x -15. 
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a) Tìm tập xác định A của hàm số ƒ(z). 
b) Giả sử B= [xe R |4<x<5). 
Hãy xác định các tập A \ và R \(A V8). 
2. Cho phương trình 
| mà” — 2xT— 4m =1 =0. 


a) Chứng minh rằng với mọi giá trị m + 0, phương trình đã cho có hai 
nghiệm phân biệt. 


b) Tìm giá trị của m để —1 là một nghiệm của phương trình. Sau đó tìm 
nghiệm còn lại. 


3. Cho phương trình 
x°~ 4mx + 9m — DĐỄ= 0. 
a) Xét xem với giá trị nào của m, phương trình trên có nghiệm. 
b) Giả sử xị, x¿ là hai nghiệm của phương trình đã cho, hãy tính tổng và 
tích của chúng. Tìm một hệ thức giữa x¡ và x; không phụ thuộc vào m. 
c©) Xác định m để hiệu các nghiệm của phương trình bằng 4. 
4. Chứng minh các bất đẳng thức sau 
4) 5œ — 1) <xÏ = 1< 5x” &~ 1), nếu x— Ï >0; 
b)x +y —xy-xy >0, biết rằng x + y> 0; 
c) ⁄4a+1+^A4b+1+Al4c+1 < 5, 


biết rằng a, b, c cùng lớn hơn = vàa+b+c=]. 


5. Giải hệ phương trình sau bằng cách đưa về hệ phương trình dạng tạm giác 
x+3y+2z=] 
3x+5y- z=09 
35x—2y_— 3z = -3. 
6.  a) Xét dấu biểu thức 
#z) = 2x(x + 2) — (x+ 2)Œ + ]). 
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b) Lập bảng biến thiên và vẽ trong cùng một hệ toạ độ vuông góc các đồ 
thị của các hàm số sau 


y=2xqœx+ 2) (C¡) 
y=(Œx+2)œ+ ]) (C2). 
Tính toạ độ các giao điểm A và 8 của (C¡) và (C›). 


c) Tính các hệ số a, b, c để hàm số y = ax” + bx + c có giá trị lớn nhất bằng 
8 và đồ thị của nó đi qua A và B. 
Chứng minh các hệ thức sau 

2 


I-2sn“a  l-tana sin ø + sin32 + sm5a 
———¬“T' b)——————————= tan34 ; 
l+sin2a l+ tana | COS 4 + COS 3đ + cos5đ 
sin' a — cos' đ + cos” a 2a tan 2x tan x : 
€} —————=COS“- ; d) ———— = sin2x. 
2(I - cosa) 2 tan 2x — tanx 
Rút gọn các biểu thức sau 
1+ sin4a — cos 4a l+cosa a 
—————-; b)—— “tan? “ ~ cos” a ; 
l + cos4a + sin4a l—-cosa 


R cos2x — sin4x ~ COSỐX. 
cos2x + sin4x — cos6x 

Tính 

a) 4(cos24° + cos48° — cos84” — cos12°). 

b) 96^/3sin- —cos- =cos-=eos- =cos. 
48 48 24 12 6 

c) tan9” ~ tan63 + tan81 — tan277. 

. Rút gọn 

a) cosŠcos “cos SŠ cọsSŠ ; b) sin Ý + 2sin * + sin 
5 5 5 5 7 7 7 

. Chứng minh rằng trong một tam giác ABC ta có 

a) tan Ä + tan Ö + tanC = tan Atan BtanC (A, B, lộ cùng khác 2) : 


b) sin2A + sin2Ö + sin2C = 4sin Asin BsinC. 
. Không sử dụng máy tính, hãy tính 
sin 40° - sin 45° +sin 50° — 6(V3+3tan15°) 


cos 40 — cos 45° + cos 509 3~— 43 tan 15° 
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ĐÁP SỐ 


_CHƯƠNG | 


§1. 


1. 


.Aa)VxeR 


.a)dne Ñ 


a) Mệnh đề ; 
b) Là mệnh đề chứa biến. 


c) Là mệnh đề chứa biến; 

đ) Mệnh đề. | 

: x.Ì=X; 

b)3xe R :x+x=0; 

c)Vxe R:x+(Cx)=0. 

: không chia hết cho ø 
(đúng) ; 

b)Vxe Q: x? z 2 (đúng) ; 


c) dxec R :x>x+l(sal);. 


đ) Vxe.R : 3x#x2+1(sai). 


§2. 


1. 


.a)A={0,3,6,9,12, 15, 18}; 


b)8=lxe Ñ |x=n(n„+ 1), <n<5}. 


.A)ACBvàAzB, 


b)A=8. 


.a)@,ta),{b),A; 


b) 2, (0}, (1), 12), {0, 1), (0, 2}, 
{1,2],Đ. 


§3. 


. c# /Ø={C,O,IT,N,E]; 


c\)Ø=|C,O,H,IT,N,E ÔjˆG, 


M,A,S,ÄĂ,Y,KỊ: 
c\ 2= |HỊ; 
Z\e#= lÔ,G,M,A,S, Ă, Y, K). 


. a)25;b)20. 
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4.AOSA=A;:AUA=A;An¬Ø=7, 
AU@Ø=^A; CẠA=Ø:;Cð=A. 
§4. 
l. a)[-3;4];b)[-I; 2]; 
c)(-2; +œ); đ) [—l; 2); 
©) (—øo ; +ø). 
2.a)[-I1;3];b)Ø; 
c) Z;d)[-2; 2]. 
3. a)(2;1];b)(-2; Ì);. 
c) (œ ; 2]; d) (3 ; +). 
_§5. 
2. 1= 1745,3. 
3. a)a=3,141592654 ; 
b) Với b= 3,14, A, < 0,002; 
với c=3,1416, A, < 0,001. 
4. b) 51139,3736. 
5. b) 0,0000127 ; c) ~0,02400. 


Ôn tập chương 


8. a) Đúng ; b) SaI. 


10. 


II. 
12. 


9. ECGCBCCCA; 


EkcCDCBCCC^A. 
aA)A={-2, 1,4,7, 10, 13}; 


b) B = |0, 1,2, 3,4,5, 6,7,8, 9, 10, 
11,12); 


c)ŒC= {-l, 1}. 
PCT;:R<ŠS;OQ<=x 
a) (0; 7); b) (2; 5); c) [2, +œ). 


13.a= 2,289; Az< 0,001. 

14. 347. 

15. a) Đúng ; c) Đúng ; e) Đúng. 
16. (A). 

17. (Bì. 


CHƯƠNG II 


§1. 
"`. 
2 


b)D=R`\{1I;-3}; 


| 
D=|—~;3|. 
9 [gi 


2. x=3,y=4;x=-l,y=-l; 
x=2,y=3. 

3. a) M thuộc đồ thị ; 
b) ý không thuộc đồ thị ; 
c) P thuộc đồ thị. 

4. a) Hàm số chẩn ; 
b) Không là hàm số chắn, không là 
hàm số lẻ ; 
¿) Hàm số lẻ ; 
d) Không là hàm số chấn, không là hàm 
số lẻ. - 


§2. 
2. a)a=-5,b=3; 
b)a=-l,b=3; c)a=0,b=-3. 
3. a)y=2x—5; b)y=-~—1. 
§3. 


3. a)y=2x?+x+2; 
] 2 
b =—-——Xx —v+2 ; 
)y 3 


c) y=x?-4x+2 h 


d) y=x?-3x+2 hoặc 
y=l6x?+l2x+2 
4. a=3,b=-—36,c=96. 


Ôn tập chương II 
3. a)D=[-3;+œ©)\{-l]}; 
b)D= (s2) ;c)D=R. 


l1. a=-l,b=4. 
12.a) a=l,b=-—l,c=-—l]. 
b)z=-l,b=2,c=3. 


13. (C)}. 
14. (D). 
15. (B). 
CHƯƠNG II 
§1. 
3. a)x=l; b)x=2; 
c)x=3; d) Vô nghiệm. 
3 
4. a)x=0; b)x=—; 
) 2 
c)x=5; đ) Vô nghiệm. 
§2. í 
1. a) x..S ;  b) Vô nghiệm ; 
16 
14 | 
c) x=—; d) x=-——- 
) 3 ) 2 
2. a)m z 3 thì nghiệm là x= 1, 
m3 


m = 3 phương trình vô nghiệm. 
b) ơn # 2 và m # — 2 thì nghiệm là 
3 


_ +2 


, 
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m = 2 thì mọi x e R là nghiệm ; 
mì = ~2 phương trình vô nghiệm. 
c)m¡ # | thì nghiệm là x = l. 
m = ] thì mọi x e R là nghiệm. 
3. 45 quả. 
4. a) XI =]1, + =-Ì h 


NT I0 
BE ME TT) 
| l 
b) x›==. *⁄›=——=. 
La  ? v3 
5. b) xị~-0,387, x, ~l,721 ; 
c) x¡ =—l, X2 ~>—1,333 ; 
đ) xị¡ ~1,079, x; ~~0,412. 
6. a) x=-—,x=5; 
b) x,¿=-l,x -_ 
1 v2 1 , 
` _11#65. 
l2 14 ` 
đ) x.=l 3; 6 
7. a)x= l5; b)x=_-l; 


c)xi„=2#V3; đ)x=l, 


8. m=7= .— 


2 
m=3— ¬..— 


b) (in) 
1] II 


d)(2;:0,5). 


3. Giá mỗi quả quýt là 800 đồng, giá 
mỗi quả cam là 1400 đồng. 
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1 
4. a) Vô nghiệm ; b}) x=T 


8. Ba phân số đó lào, 


4. Dây chuyền thứ nhất : 450 áo ; 
Dây chuyền thứ hai : 480 áo. 
5..8)(;y;Z)=(1;1;2); 


53. 1 
b)(X;y;Z)= t Šiêg] 


6. Giá một áo là 98 000 đồng, giá một 
quần là 125 000 đồng, giá một váy là 
86 000 đồng. 


7. b)Œ&;y)~(0,11; 1,74); 
đ)(x;y;z) ~ (4,00; 1,57; 1,71). 


Ôn tập chương III 
3. a)x=6 


c)x=242; 


b) Vô nghiệm ; 
đ) Vô nghiệm. 


5 
;€) X=—: 
)¿ 2 


6. Người thứ nhất sơn xong sau l8 giờ, 


người thứ hai sơn xong sau 24 giờ. 


7. .4)@xïy;z)= (sẻ; 3i) 


181,7 3) 


b 

)aiy/7)5 Kn 4343 
1L. 1 
— Và —. 
3 6 


9. 432 sản phẩm. 


10. Nếu làm tròn đến chữ số thập phân 
thứ ba thì kết quả là 


a) xị ~1,520; x; ~~0,920; 

b) XI > —0,333; X2 > —l,000 ; 

c) XI ~0,741; X¿ ~-~6,74l ;. 

d) XI ~ —0,707 ; X¿ ~~2,828. 
11. a) Vô nghiệm ; 


6 
b)xi =4; X; =Tếc 


12. a) Chiều dài là 31,5cm, chiều rộng là 
15,7m. 

b) Chiều dài là 39,6cm, chiều rộng là 
27,5m. 

13. Người thứ nhất quét sân một mình 
hết 4 giờ, người thứ hai quét sân một 
mình hết 2 giờ. 

14. (CO); 15. (A) ; 16. (C); 17. (D). 


CHƯƠNG IV 
§. — 

1. đ) 

2. Số C. 


3. a) HD. Vì a, b, c là độ dài ba cạnh 
tam giác nên 


a+b-c>0;b+c-a>0;c+a—b>0. 
b) #D. Áp dụng a) có (b—e)“ <4”, 
(c—a)“<b?, (a—b)” <c?. 
Cộng từng vế ba bất đẳng thức này. 
4. HD. Xét hiệu 
@2+y))—=G7y+ y?). 


6. HD. Gọi H là tiếp điểm của đường 
thẳng AB với đường tròn. Ta có 


AB = HA + HB >2^JHA.HB. 


§2. 

I.a)xe R\V(0:-—1); 
b)xe R`VII;3;2;-2]: 
c)Axz—l; 
đ)xe(-œ; I]\{-4)}. 


ST] 
4. a) x<-—;Ð) Vô nghiệm. 
20 ) | ghiệ 


5. a) x<. ;b) -<x<2. 
4 39 . 


§3. 
1 
2. a) 2Xx<l;3<x<+e; 


b)x<-l;Ô<x<l;l<x<3; 


c)—-l2<x<-4;-3<x<0; 


d) -l<x<Ši l<x<+oœ, 


3. a) ¬.... 


b)x<-5;-l<x<l;x>l. 


§4. 

3. Để có lãi cao nhất, xí nghiệp cần lập 
phương án sản xuất các sản phẩm I và 
II theo tỉ lệ 4 : 1. 


§5. 
1. a) 5x —3x+1>0, Vx; 


b) -2x?+3x+5>0 khi —]l <x< ; : 
~2x2?+3x+5 < 0 khi x< —1 
hoặc xổ ; 

c) x?+12x+36>0, Vx; 

đ) (2x — 3)( + 5) < 0 khi —5 <x<Ã: 
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(2x_— 3)x+5) >0 khi x < —5 ; vế: 
3. a) Vô nghiệm ; 


4 
b) -l<x<-—; 
3 


c) x<-§i S2 << TỔ :Ï<x<2; 
đ) -2<x<3. 


3 
4. a)m<l;m>3;b) _3<m<-l- 


Ôn tập chương IV 
l. a)x>0;b)y>0; 
c) lơ|>0,Vøe R; 


a+b 


đ) >!ab,Va>0,b>0. 


2. a)a, bcùng dấu ; b)a, b cùng dấu ; 
c€)a, btrái dấu; đ)zø, b trái dấu. 
3. (C). 


4. Gọi P là khối lượng thực của vật. Ta có 
26,35< P< 26,45. 


3. 4a)x=l;b)x>l;c)x< 1l. 


6. HD. Ã+<>2. 


lđ ạa 
1I.a)#@)<0© =I=v3_-I+v13 
2 2 
ƒœ)>0<© —- hoặc 
-1+13 
x>————; 


2 
_øœ)>0«@© x<I-3 hoặc 
0<x<2hoặc x> 1+ A3 ; 
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_ø(x) <0 © 1—x3<x<0 hoặc 


2<x<1+43. 

b) Nghiệm nguyên của bất phương 
trình là x = 2 ; 3 ; 4... hoặc 
x=-3;-4... 

12. HD. Xét dấu biệt thức 
A=(@ +c? a2)” —4b^c. 
14. (B); 15. (C) ; 16. (C) ; 17. (C). 


CHƯƠNG V 

§1. 

2. b)43,3% ; 56,7% 
§3. 

I. 1170 giờ; 3l cm. 
2. 6,1 điểm ; 5,2 điểm 


Điểm trung bình cộng của lớp I0A cao 
hơn, nên có thể nói học sinh của lớp 
I0A có kết quả làm bài thi cao hơn.. 


3. Có hai mốt là 
(@) _ 3 ng + 
M_ =700 nghìn đồng ; 
M{?) =900 nghìn đồng. 
4. Số trung vị &⁄, =720 nghìn đồng. 
5. 38,15 tạ/ha. 
§4. 


2> ¬ :a 
I. s{ ~120; s ~ll giờ 


s ~84; sự 9,2 cm. 
2. a) Dãy số liệu về điểm thi của lớp 
I0C có 


xx 7/2 điểm ; số ~l,3; s, ~ 1,13 điểm. 


Dãy số liệu về điểm thi của lớp 10D có 
ÿ7,2 điểm ; số =0,8; s ~ 0,9 điểm. 
b) Điểm số của các bài thi ở lớp 
10D đồng đều hơn. 
3. a) Nhóm cá thứ l có x = Ikg; 
nhóm cá thứ 2 có y =l kg; 
b) Nhóm cá thứ 1 có s2 =0,042; 
nhóm cá thứ 2 có s; =0,064 ; 
c) Nhóm cá thứ l có khối lượng đồng 


đều hơn. 


Ôn tập chương V 
3. c) x ~2 (con) ; M= 2 (con) ; 
M_= 2 (con). 
4. e) Nhóm cá thứ I có x > 648 (gam) ; 
- s ~33,2; §. *~ 5,76 (gam), 
Nhóm cá thứ 2 có y + 647 (gam) ; 
s ~23,14; s„ ~ 4,81 (gam), 


Nhóm cá thứ 2 có khối lượng đồng 
đều hơn. 
5. x =34 087 500 đồng ; 
M„ =21 045 000 đồng. 
6. a) Mốt là mẫu 1. 
7.(C);8.(B);9.(C) ; 10. (D); 11. (A). 


CHƯƠNG VI 


§1. 
2. a)0,3142 rad ; 


c) -0,4363 rad ; 


b) 1,0036 rad ; 
d) -2,1948 rad. 


. a) 10; 


b) 33945" ; 


c)—114°3530"; d)42958'19", 


*Y “ 
. sđ AM, =-ữ+k2n,ke Z : 


ZY 
sử AM, =n—-+k2n,ke Z ; 


Z% 
sđ AM: =ữ+Tn+k2n,keZ. 


3/17 3.17 
4. a) sinz= ———; tanz= —— ; 
13 4 
COtđ = 2 
3⁄17 
b) cosø + —0,71 ; tanz ~ 0,99 ; 
cotz z 1,01. 
C) COSđư =— _ T—, sing=——; 
4214 ` 4214 ` 
7 
COtz=——. 
15 
d) sinø=—=——; 
I0 ` 
COS#đ = 3, tanø=—2 
vI0 ` 3 


.Aa) œ=k2n,ke Z ; 


b) œ=(2k+l)m, ke Z ; 


c) ư=—+Èn, ke2; 
2 
T 

d) œ=-+kzn,É c2; 


e) ư==2 +k2x,k€ 2: 


Ðơa=k_n, kc 2. 


..Aa)4,19 cm; b) 30 cm ; c) 12,92 cm. 
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§3. 
M2... .o M3 


1. a) cos225” = ——~ ; sin240?= -`—; 
2 2 


cot(—159) = -2- 43; 
tan75' = 2 +13 . 


7x _ 2+3), 
12— 4 ! 


3 2+3) 
cosl —|=—————; 
12 4 


b) sin 


nn J3. 
2. a) I6) b) 9+442 h 
2t 3 7 
c) cos(a+p)=—3Ý5 +8 ; 
15 
sin(z ~ b) = _6+4/5, 
15 
3. a) sina sinj ; 
b) dcos2 2 ; 
2 


—_ €) cOSđ Sinb. 
5. a) sin2z =0,96 ; cos2a = 0,28 ; 
tan2a x 3,43 


b) sin2a= —L120; cos2z= -119., 
l6 169 
tan2a= 120. 
119 
c) sin2a=—=; cos2g = ÝT ; 
4 4 
3 
tan2a =—-=. 
⁄? 
6 gna~ 2t _2-vI4 hoä 
6 6 
sina= =2 cọ = == 


1. 4) 1 — sim = 2sin? =_- š} 
42 


b) l + sinx = 2sin? T3] 
42 


Z—m 
la 
| 
t2 << 
¬——— 


c€) lI+ 2cosx= 2oo|E +š] 
6 2 


3Ÿ”, bà, 
3 3 
e -25Š,  a__. 
5. Ể v15 
4. a) tạn? ø ; b)2cosø ; 
c) —-cotLØ ; d) sinø. 
s.a)-Ù;  b_Ý?, 
2 2 
2 2 
9.(D); 10. (B); 11. (C); 12.(D); 
13. (C) ; 14. (B). 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 

I- Câu hồi 

3. xe 2,2 (75; œ©). 
7 3 


4. . 
8 


Vì 22<37 =(27)1900 (221000. 


II = Bài tập 6. a) Ñx~) >0 khi xe(-œ;—2) (2 (1 ; œ) 


I. a)[3; 5]. #2) < 0 khi x e (-2; Ì). 
b)4\8=[3; 4], b)A(-2;0),8(1 ; 6). 
RV(ASX7) = Ằœ; 3) Q2) (4 ; œ). c€)a=-2;b=0;,c=8,; 
| -2 16 40 
. b) m==, xa; =1. hoặc a=—“ ; b=— ; c=——- 
2. b)m 3 Xa =7 ẠC đ ọ 9 € P 
8. a) tan2z ; 
3. a) 3<m<3. _- 
5 b) sin“a. 


b) S=z¡ +x;¿ =4m, 
) Š =4 +x¿ =4m c) tan(x—15°)cot(x+159). 


P=xix; =90m = DÝ , 9.a)2;b)9;c)4. 
9Œ +x; =4)” =16xix; =0. sin 16% 3 Š 
10. a) = : b)4sin — cos” 7: 
c) m=1] hoặc mĂ= lỞ. lồn 
5 
5. (x;y;Z)=(-1;2;-2). 12. —5. 
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BẢNG TRA CỨU THUẬT NGỮ 


Thuật ngữ Trang Thuật ngữ Trang 
Bảng biến thiên | 36 Công thức nhân đôi 150 
Bảng phân bố tần số 1II Cung lượng giác 134 
Bảng phân bố tần suất I|) Điểm đầu của cung 134 
Bảng phân bố tần số và tần III lượng giác 
suất Điểm cuối của cung 134 
Bảng phân bố tần số 113 lượng giác 
ghép lớp Điều kiện cần 6 
Bảng phân bố tần suất TIỆC Điều kiện cần và đủ 7 
ghép lớp Điêu kiện đủ 6 
Bảng phân bố tần số và tần 113 Điều kiện của 
suất ghép lớp bất phương trình 
Bảng xét dấu 90 Điều kiện của phương trình 
Bất đẳng thức 74 Đoạn [2 ; b] J 
Bất đẳng thức hệ quả 74 Đồ thị của hàm số 
Bất đẳng thức tương đương Fé: Độ lệch chuẩn 
Bất phương trình ẩn x 30 Độ chính xác của một số 
Bất phương trình bậc hai 103 gần đúng 
một ẩn Đường gấp khúc tần suất 
-| Bất phương trình bậc nhất 95 Đường gấp khúc tần số 

hai ân Đường tròn định hướng 
Bất phương trình tương 82 Đường tròn lượng giác 

dương |. Í Giátr của hàm sốftạix 
TU 32 Giá trị đại điện của lớp I6 
TU H5 Giải bất phương trình IIR 
Biêu đô tần số hình cột 117 Giải hê bất phươngtrình | 81| tình SĨ 
Biệu đồ tần suất hình cột 115 Giải Và biển Tuần | 5s 
Biêu đồ hình quạt 117 phương triUfP, 
Công thức cộng - 149 | Giao (củahaitphợp | 13' 
Công thức biến đổi tích li»)! Giá trị lượng giác của cung I4I 
UIH)|TDHDC co ch Góc lượng giác 135 
Công thức biến đổi tông l52 Hai mệnh đề tương đương 7 
thành tích Hi sẽ 32 
Công thức hạ bậc I5I Hàm số bậc hai 42 
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Thuật ngữ Trang Thuật ngữ Trang 
Hàm số bậc nhất 39 Nửa khoảng NI 
Hầm số chấn _ 37. |Phẩnbù(claBưongd) | I$ 
Hàm số cho bằng bảng 32 Phép biến đổi tương đương 55 
Hàm số cho bằng biểu đồ 33 phương trình 
Hàm số cho bằng công thức 33 Phép biến đổi tương đương .82 
Hàm số đồng biến (tăng) 36 bất phương trình 
Hàm số hằng 40 Phương sai 124 
Hàm số lẻ 37 Phương trình bậc hai 38 
Hàm số nghịch biến (giảm) 36 Phương trình bậc nhất 63 
Hàm số y= |x| 40 TS ca 
Hệ bất phương trình ẩn x SÌ = DU UỤNH Đặc Thiết _ 
Hệ bất phương trình bậc 96 Phương trình hệ quả 56 
nhất hai ẩn Phương trình ân x 55 
Hệ hai phương trình bậc 64 Phương trình nhiều ấn 54 
nhất hai ẩn Phương trình tương đương Sh) 
Hệ ba phương trình bậc 65 Rađian 136 
nhất ba ẩn Sai số tuyệt đối 19 
Hiệu (của hai tập hợp) 14 Sai số tương đối 21 
Hợp (của hai tập hợp) 14 Số trung vị 121 
Khoảng (a ; b) 17 Số trung bình cộng 119 
Kí hiệu V và 3 7 Tam thức bậc hai 100 
Mệnh đề 4 Tần số 110 
_.| Mệnh đề đảo m) Tần số của lớp 112| 
Mệnh đẻ chứa biến 4 Tân suất — HR 
Mệnh đề kéo theo P = Ø 6 J1 Sát SMS TM l5 
Mệnh đề phủ định 5| J3 1JP@P) l0 
Miền nghiệm của bất 95 TẠP hợp bằng ĐNU s 
phương trình bậc nhất hai ẩn Tập hợp con (tập con) ID 
Mốt 121 Tập hợp rồng (tập rồng) BIE 
Nghiệm của bất phương 80 Tập xác định của hàm số SỌNI 
trình . Tham số 54| 
Nghiêm của hệ phương trình 65 Trục côsin 141 
Nghiệm của phương trình 65 Trục côtang 14. 
nhiều ẩn Trục sin 141 | 
Nghiêm ngoại lai 56 Trục tang 144: 
Nhị thức bậc nhất 89 


17] 


MỤC LỤC 


Trang 
Chương I. MỆNH ĐỀ. TẬP HỢP 
lì. ôn  .ššẰăẳẢăẳỶÝ........ 4 
}Ä/š Lên)... 10 
§3. Các phép toán tập hỢp.......................QHHH.nn HH Hn HH kg tk nen hờn rườn 13 
VN ă.e nung nh ........Ầ.Ả...... 16 
§5. Số gần đúng. Sai số ............................. " 19 
0.8]... 28 ....ố.ỐẦ..-..... 24 
Chương II. HÀM SỐ BẬC NHẤT VÀ BẬC HAI l 
§1. Hàm SỐ............................ SH HH HH ng TH HH TH TT TH hy 32 
§2. Hàm số y= ax+b..................... ¬ 39 
IEN: 8.35... ................. 42 
0.87) 03)0  8i88Ẽ .....Ồ.......-.... 530 
Chương III. PHƯƠNG TRÌNH. HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
§1. Đại cương về phương trÌnh .........................-- s11 nàn TT HH He 33 
§2. Phương trình quy về phương trình bậc nhất, bậc hai........................-.----- 38 
§3. Phương trình và hệ phương trình bậc nhất nhiều ẩn.......................-------- 63 
0. r).0 780 0n... 70 
Chương IV. BẤT ĐẲNG THỨC. BẤT PHƯƠNG TRÌNH 
SN: a7. ............... 74 
§2. Bất phương trình và hệ bất phương trình một ẩn................... ..----ccccsccecrrrs 80 
§3. Dấu của nhị thức bậc nhất........................-.c+cc<< +2 ¬ 89 
$4. Bất phương trình bậc nhất hai ẩn..........................-.. S2 sec x+zstsesrrreressrrree 94 
§5. Dấu của tam thức bậc hai .......................:......c S55 1112211911511 1112k 100 
Ôn tập chương TŸ...................... che 106 
Chương V. THỐNG KÊ 
§1. Bảng phân bố tần số và tần suất........................-- c5 Set  xrxrreerrrree 110 
§2. Biểu đồ................................Ặ..S.Sctseerreee —........ 115 
§3. Số trung bình cộng. Số trung vị. Mốt........ —... "¬ 119 
§4. Phương sai và độ lệch chuẩn ............................- --G SG S3 vE ket 123 
Ôn tập chương Ÿ................... —.. .  . 128 
Chương VI. CUNG VÀ GÓC LƯỢNG GIÁC. CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 
§1. Cung và góc lượng giÁc....................----- n9 Tnhh ng kg re 133 
§2. Giá trị lượng giác của một cung......... ........ 141 
A900 0. gi. an ....ề.Ầ.Ầ.ố.e. 149 
08-00). D208... .............. 155 
9.0) 8110 Ð N4... tre, 159 
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QC 100“ 


VƯƠNG MIỆN KIM CƯƠNG 


HUÂN CHƯƠNG HỒ CHÍ MINH CHẤT LƯỢNG QUỐC TẾ 


SÁCH GIÁO tHBá tởg Ï 


1. TOÁN HỌC 8. TIN HỌC 10 
®ĐẠI SỐ 10 ®HÌNH HỌC 10 9. CÔNG NGHỆ 10 
2. VẬT LÍ 10 10. GIÁO DỤC CÔNG DÂN 10 
3. HOÁ HỌC 10 11. GIÁO DỤC QUÓC PHÒNG - AN NINH 10 
4. SINH HỌC 10 12. NGOẠI NGỮ 
5. NGỮ VĂN 10 (tập một, tập hai) ®TIỀNGANH10_ *TIÉNG PHÁP 10 
6. LỊCH SỬ 10 ®TIÊNG NGA10  *TIÉNG TRUNG QUỐC 10 
7. ĐỊA LÍ 10 


SÁCH GIÁO KHOA LỚP 10 - NÂNG CAO 


Ban Khoa học Tự nhiên : e TOÁN HỌC (ĐẠI SỐ 10, HÌNH HỌC 10) 
«VẬT LÍ 10 «HOÁ HỌC 10 s SINH HỌC 10 
Ban Khoa học Xã hội và Nhân văn : __ eNGỮ VĂN 10 (tập một, tập hai) 
eLỊCH SỬ 10 sĐỊA LÍ 10 
« NGOẠI NGŨ (TIẾNG ANH 10, TIẾNG PHÁP 10, 
TIẾNG NGA 10, TIẾNG TRUNG QUỐC 10) 
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